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Sur la possibilité de plonger un espace rie-
mannien donné dans un espace euclidien.

Par

E. Cartan.

M. Janet a démontré récemment > le théoreme, énoncé pour
la premiere fois par Sehlaefli *), d’apres lequel tou.t espace de Rie-
manu a n .dimensions peut étre plongé dans un espace euclidien

a -uH N dimensions. Je suis depuis plusieurs années en pos-

session d'une autre démonstration, basée sur ma théorie des syste-
mes de Pfaff en involution, et qui met en évidence le degré de gé:
néralit¢ de la solution générale du probleme.

Soit un espace de Riemann a n dimensions rapporté
systeme quelconque de repéres rectangulaires. Les équations de
structure de I’espace sont de la forme3

# Annales Soc. Pol, Math., 5, 1926, p. 38—73.

J) L. Schlaefli, Nota alla memoria del Sig. Beltrami (Ann. di mat,,
2« série, t. 5, 1871—1873, p. 170—193).

* Voir E. Cartan, La Géométrie des espaces de Riemann (Mémorial Sc.
Math., fasc. IX, 1925).
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Prenons maintenant dans un espace euclidien a N = --—-- §-----

«

dimensions un systeme de repéres rectangulaires complétement in--

déterminé, dépendant par suite de — —- parameétres arbitrai-
&

res. Soient
<3, = — i (i,j—1,2,..., N)

les composantes du déplacement élémentaire du repere. On a les re-
lations de structure de I’espace euclidien



Nous sommes finalement ramenés a Iintégration du systéme
de Pfaff

2. C’est au systéeme (1) que nous allons appliquer la théorie

X . . iV(N— 1
des systemes de Pfaff en involution *). Nous avons —g—!—) fonc-

tions inconnues de n variables indépendantes. Considérons, dans
I’espace de ces N(-N4-—1)——|-n variables tant dépendantes qu’in-
dépendantes, un point arbitraire. Tout élément linéaire issu de
ce point est défini par ses parameétres directeurs, qu’on peut pren-
dre égaux aux quantités co, cD, efa, Ly, Ga, ou les différentielles se
rapportent au passage du point donné au point infiniment voisin
dans la direction de I’¢lément linéaire donné. Un élément linéaire
est intégral si ses parameétres directeurs satisfont aux relations (1).
Deux éléments linéaires intégraux sont en involution si leurs
parameétres directeurs non nuls, a savoir:

a>i, wia pour le premier,
W wia pour le second,

satisfont aux relations déduites de (I1):

* Voir E. Gour«at, Lecons uur le probleme de Pfaff, Chapitre VIII (Pa-
ria, Gauthier-Villara, 1922).
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Un élément a p dimensions Ep issu d'un point est dit inté-
gral si tous ses éléments linéaires sont intégraux et en involution
deux a deux.

Un systeme de Pfafl & n variables indépendantes est en invo-
lution si par tout élément intégral arbitraire E{ il passe au moins
un élément intégral El+i,i prenant successivement les valeurs
1,2,...,n 1 Si par un élément intégral arbitraire E,”t il passe
un seul élément intégral E,, et si par un élément intégral arbitraire
E,_2 il passe oor éléments intégraux En_x, la solution générale
du systeme donné dépend de r fonctions arbitraires de n— 1 ar-
guments.

3. Nous pouvons toujours supposer, sans restreindre la généra-
lité, que tout élément intégral £ est engendré par i éléments liné-
aires pour chacun desquels un et un seul des parameétres direc-
teurs (a, est différent de zéro; nous supposerons cot = 1 pour le pre-
mier élément linéaire, <= 1 pour le second et ainsi de suite. Le
kitmf élément linéaire (Uk= 1) sera défini par les valeurs ynk des pa-
rametres directeurs d¥« Nous regarderons ces quantités yi3t, pour i
et k fixés et a variable, comme les projections d’un vecteur (y(4)

dans un espace auxiliaire a -« dimensions.
u

Pour nous orienter dés a présent, nous pouvons remarquer
que les premiéres équations (9) appliquées au ktm et h'inf élément
linéaire de E, (k,h<i), s’écrivent simplement

Cela posé considérons d'abord un élément intégral arbitraire EI

= 1,(o,==...= 0) défini par les n vecteurs
(yn)> (y.D)-
Tout élément intégral Et contenant i?, sera défini par un second
élément linéaire («, = 0, 1= 1, €@ =... = 0), lequel sera lui-méme

défini par n nouveaux vecteurs,

(yin)- (y*). *e*) (y»)-

Les équations (9) donnent les conditions auxquelles ils doivent sa-
tisfaire sous la forme



les produits qui s’introduisent dans les premiers membres des der-
niéres équations sont des produits scalaires.

La premiere équation (10) donne (ylS); I'équation {12, 12}= 0
donne ensuite le produit scalaire de (yu) par (yM); le vecteur (yM)
étant choisi arbitrairement en tenant compte de cette condition,
les équations {13, 12}=0, {23,12}= 0 donnent les produits sca-
laires du vecteur (yM) par les vecteurs (yn) et (ysi)i 1® vecteur
(y,,) étant choisi arbitrairement en tenant compte de ces conditions,
on aura de méme (ytl) et ainsi de suite. Le dernier vecteur (y,,)

sera donné par ses projections sur (yn), (y2),.... (y,_t I).
On voit que Iexistence de Et est assurée si les n- 1
vecteurs (yn), (ytl),..., (y. ¥ sont linéairement indépendants, ce

qui arrivera en général puisqu’ils sont arbitraires et que la di-
mension S de I’espace auxiliaire est supérieure a n— 1.

On voit méme que dans I€lément intégral Et le Mlus général
contenant Eu les vecteurs

(y»), iy«), me, (y»-j,i), (y**)5eee, iy.-i.ij
seront eux-mémes linéairement indépendants; en effet la condition
qu’un vecteur ait des projections données sur un certain nombre de
vecteurs indépendants, le laisse linéairement indépendant (en géné-
ral) de ces vecteurs, tant qu’on n’arrive pas a un nombre de vecteurs
dépassant la dimension de I’espace.

4. Supposons maintenant qu’on ait démontré pour i=1,2,...

p — 1 I’existence d’un élément intégral El+t contenant un élément
intégral arbitraire E,, L’élément Ef+ sera défini par les vecteurs
(ym (4=1,2,...,»; h= 1,2 i-~-l) satisfaisant a la loi de sy-
métrie (yd)= (y*) et tels de plus que tous ceux de ces vecteurs
pour lesquels aucun indice n’est égal a n soient linéairement indé-
pendants. Nous allons étendre cette *propriété de p a p 1.

L’élément intégral E ~ cherché est défini par n nouveaux
vecteurs

(iM-IX (y2pti),  (yr.p+i)-
Les relations (9) donnent d’abord

(y., h-i) = — 1)2,-..,p
Il faut ajouter les relations

111) {y’ — °- (y=I1,...,n; k—1,...,p).



Parmi ces relations, il y en a qui ne contiennent aucun des
vecteurs inconnus
(Vi
ce sont celles pour lesquelles les indices i et j sont tous les deux

inférieurs a p-f-1. Mais en vertu des relations (2) et des relations
de symétrie existant entre les vecteurs déja connus, on a

yh

de sorte que les équations en question sont déja vérifiées d’elles-
mémes.

Considérons maintenant une des relations (11) pour lesquelles
I'un des deux premiers indices, j par exemple est plus grand que
p, l'autre i étant inférieur a p-)- 1; cette relation ne contient que
le vecteur inconnu (%,,+,), Nous allons montrer cfue les deux rela-
tions (11), ou on échange i et k, sont équivalentes. En efiet on a

{iji rp+i = (y«) {vi ¥H)  (vik) (YN+I) Ry, »hTi
{kh *?2+T}M(y«Kyi.p+i) — — K.it+i-
Ces deux relations donnent chacune une valeur déterminée pour le
produit scalaire (yik (%,P+). Ces deux valeurs sont égales; en effet
on a auparavant considéré la relation
{Ji+i- &) = (v.i) (Yp+i») — (Y» Yp+y« — Rii+i.« = °-
Or on a identiquement, en tenant compte des relations de symétrie
déja obtenues et des relations (2),
{*/, kf+a— W, ip+l} ~ {jp+T-ik)= °~’
Cela posé, les relations (11), ou on fera successivement
j=p-fl, k<i<j; k<f\
j=p+ 2 k<iCj- k<p-,

7= n, k<i<j\ k<p\

définiront successivement les vecteurs

(A - m(YoRpti)i «ei (v, pHi)

par leurs projections sur un certain nombre de vecteurs linéaire-
ment indépendants (yit): en général ceux de ces vecteurs dont les
deux indices sont différents de n seront linéairement indépendants
des vecteurs précédemment trouvés a indices inférieurs a n.



En particulier, si p= n—1. on voit que le seul vecteur in-
connu (y,,) est défini par ses projections sur les —vecteurs

linéairement indépendants (i, j<n — 1); il est donc bien déter-
miné. Par suite par un élément intégral arbitraire Enx
il passe un élément intégral Enet un seul.

Si p—n—2, les deux vecteurs inconnus et (Y,,n i)

sont définis respectivement I'un par ses projections sur le vecteur

a indices inférieurs a n —1, lautre par ses projections sur les
vecteurs ytfj (i< n—1,j < n—2). Le premier vecteur inconnu dé-
pend de n— 1 constantes arbitraires et le second d’une derniére
constante arbitraire. Par un élément intégral arbitraire
E, 2 il passe donc 00" éléments intégraux . La con-
clusion s’en déduit: Le systéme de Pfaff donné est en in-
volution et sa solution générale dépend de » fonc-
tions arbitraires de n— 1 arguments.

5. La démonstration précédente suppose simplement que
donné est une forme différentielle quelconque (non dégénérée *); elle
s’applique au domaine réel et au domaine complexe (les coefficients
gt du dss étant dans ce dernier cas des fonctions analytiques de n
variables complexes).

Si I'on voulait étudier les solutions non générales du pro-
bleme, il y aurait lieu de rechercher les solutions du systéeme de
Pfaff (I) pour lequelles tous les éléments intégraux d’un certain
ordre seraient singuliers. Par exemple, pour n— 3, ces solutions
singuliéres correspondraient aux variétés a 3 dimensions de I’espace
euclidien a 6 dimensions dont I'hyperplan osculateur aurait moins
de 6 dimensions (éléments linéaires intégraux tous singuliers), ou
aux variétés admettant en chaque point une infinité de tangentes
asymptotiques engendrant un plan (éléments intégraux Et tous sin-
guliers).

Mais toutes ces recherches ne touchent en rien a la validité
du théoréme de Sehlaefli, qui est complétement démontré.

Il est du reste inutile de faire remarquer que la réalisation
dun espace de Riemann donné dans un espace euclidien est pure-
ment locale.

*) Le cas- signalé par M. Janet pour n— 2, loc. cit., p. 43, correspond a un
ds1 carré parfait.

le rfs*



Sur le changement du systeme de réfé-
rence pour un champ électromagnétique
déterminé.

Par

S. Zaremba.

Professeul a I'Université de Cracovie.

1. La force électrique e et la force magnétique m dérivant
d’un champ électromagnétique déterminé (C) doivent étre regardées
comme des éléments qui dépendent non seulement du champ (C)
lui-méme mais aussi du systéeme de référence auquel on rapporte
le champ électromagnétique considéré. Le passage d’un systéme de
référence (S) a un autre systeme de référence (S'), fixe par rap-
port au premier, n’influe évidemment en rien sur les vecteurs e
et m mais il n’en est plus le méme ¢) au cas ou le systeme (S') se
déplace par rapport au systéeme (S). On est donc conduit a envi-
sager le probléme suivant:

I. Probléme. Connaissant la force électrique e et la force
magnétique m d’un champ électromagnétique (C) par rapport a un
systéme de coordonnées (S). déterminer les éléments analogues €' et m'
relatifs a un systétme de coordonnées (S) qui se déplace d’une fagon
donnée par rapport au systéeme (S).

Il est trées aisé de voir que le probleme précédent équivaut
au suivant:

I1. Probleme. Les forces électrique et magnétique dérivant d’un
champ électromagnétique (C) étant données par rapport a un certain
systeme de coordonnées (S), déterminer les forces dérivant du champ
(C) et qui solliciteraient un poble électrique et un pdle magnétique

I) S. Zaremba. Sur un groupe de transformations qui se présente en
électroSynamique. Voir p. 3 du T. V, année 1926 de ces Annales.



d’intensités égales a I’unité, ces poOles se déplacant suivant une loi
donnée par rapport au systeme de coordonnées (S).

D’autre part, les physiciens admettent implicitement I'hypo-
thése que voici:

IIl. Hypothése. Le mouvement de chacun des deux pdles consi-
dérés dans 1’é¢noncé Il n’influe sur la force dérivant du champ (C)
et le sollicitant @ un instant t que par la vitesse par rapport au
systeme (S) du pdle considéré a I’époque t.

Cette hypothése étant admise, il résulte de I’équivalence des
problémes | et Il que le cas général du probléme | se raméne au
cas particulier ou le systéme (S') est animé par rapport au systeme
(S) d’un mouvement de translation rectiligne et uniforme.

Or, dans le mémoire rappelé plus haut, j'ai étudié ce cas
particulier en supposant que le champ électromagnétique (C) soit
situé dans.le vide et jlai ramené la question a lintégration d’un
certain systéeme d’é¢quations aux dérivées partielles. Il y a donc
intérét a intégrer ce systétme d’équations aux dérivées partielles et
a en discuter les intégrales. Tel sera précisément le sujet du mé-
moire actuel.

C’est dans le dernier numéro du mémoire, le No. 12 que I’'on
trouvera la discussion des intégrales précédentes ainsi que la con-
clusion générale qui s’en dégage.

2. Pour formuler les résultats que j'ai obtenus, dans le mé-
moire cité plus haut, j’admettrai que chacun des systemes (S) et (S')
soit un systéme de coordonnées cartésiennes rectangulaires, les axes
de nlémes numéros dans les deux systemes étant de méme sens.
Cela posé, désignons par ef, «ij. e}, mi: et (i — 1, 2, 3) respectivement
les projections orthogonales sur I’axe de numéro i du systeme (S) {ou, ce
qui revient au méme, du systeme (S")} des vecteurs e m, e, m' et,du
vecteur u représentant la vitesse du systeme (S') par rapport au
systéme (S) et posons
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En se reportant aux formules (19) et (20) de la p. 9. du
mémoire, cité a la p. 8 du travail actuel, on reconnaitra que,
selon la théorie que j’ai développée, on a:

sont des fonctions des seules variables au a2 a3, définies par les
formules (1), fonctions vérifiant le systétme d’équations aux dérivées
partielles (23), p. 10 du mémoire cité plus haut.

3. Le systéeme précédent d’équations aux dérivées partielles se
simplifie considérablement en prenant pour nouvelles fonctions in-
connues les fonctions

(5) O, i>, w, M, pit et o3

définies par les formules suivantes:
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on ‘constate, au moyeu dun calcul facile quoique un peu labo-
rieux. que le systeme d%quations aux dérivées partielles qui nous
occupe équivaut a I'ensemble des quatre suivants:

4. En abordant [I’intégration de I'ensemble des équations (9),
(10). (11) et (12), il convient de porter tout d’abord son attention
sur le déterminant D des expressions (8) des operateurs hu ht, hs,
ces opérateurs étant considérés comme des fonctions des expressions

Cela posé, nous commencerons par I|'étude du cas singulier
ou I'hypotheése suivante est vérifiée.

IV. Hypothése. A lintérieur d’un certain domaine (2'), situé
dans l’espace arithmétique (a,, a,, «,) on a identiquement
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V. Théoréme. Lorsque les systemes d’équations (9), (10), (11)
et (12) sont vérifiés, I'nypothése IV équivaut a la suivante: dans
tout le domaine (T) on a identiquement

(16) Pi2s— Pi2i="
(17) Pi ?s — ?i =0
(18) ps?3— qtPs= 0.

En effet, il est trées aisé de voir que les égalités (17) et (18)
entrainent I’égalité (15) car I’expression (14) de D donne:

(19) D= 4qt(ptqt— qtpd-f 4p3(plat — VI pi);

il suffira donc de prouver que I’hypothése IV entraine I’existence
des égalités (16), (17) et (18) dans tout le domaine (T). Supposons
donc que cette hypothése soit vérifiée. Il résulte alors des systemes
d’équations (11) et (12) que tous les déterminants du 3-ieme degré
appartenant a la matrice

| * °r M ! PT+/>*21)  21(Pl-+:2»)
o, 2qt, p3 , P®(pi + gi), ql+ Pt 2
—2pit 2 P,— 2, 0 , 0

devront étre nuls. Désignons pour un moment d’une facon géné-
rale par (i, j, & le déterminant de degré 3 qui a pour premiére,
deuxieme et troisieme colonnes respectivement les colonnes de nu-
méros i, j et k le la matrice (20); nous aurons

(21) @i, j, kk—0. @jyk— 1 2 3 4 5

Considérons en particulier parmi les égalités (21) les trois
suivantes:

(22) (i, 4, 5)= 0 (=12 3)

et envisageons les en un point arbitrairement choisi A du do-
maine (71); a moins d’avoir en A a la fois

(23) p2= 0, j,= 0 et p, —12= 0,

ou conclura de (22) a l’existence au point A de l€galité:
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équivalente a I’égalité (16), car le déterminant (24) est identiquement
égal a (p, gt — p3aqj*.

A cause de la continuité des fonctions pu p.it gx et gt, on serait
encore en droit d’affirmer lexistence en A de I¢galité (16) méme
si en ce point lui-méme les égalités (23) étaient vérifiée mais si le
point considéré A était un point-limite des points en chacun des-
quels I'une au moins des égalités (23) n’aurait pas lieu.

Donc, Iexistence de [I'égalité (16) en A ne serait douteuse
qu’au cas ou ce point serait situé a l'intérieur de quelque domaine
(Q) dans toute' I'dtendue duquel chacune des égalités (23) aurait
lieu. Mais, dans ce cas, comme cela résulte de la 4-ieme des for-
mules (6), on aurait dans- tout le domaine (D)

M =0.

Donc, en vertu de la 3-ieme des équations (10), I%galité (16)
aurait lieu dans tout le domaine (£2) et en particulier en A. En
définitive 1’égalité (16) subsistera dans tout le domaine (T).

Utilisons maintenant parmi les égalités (21) les deux suivantes:
(25) 2, 3, =0 et (2,3 5=0
en ayant soin, pour les développer, de tenir compte de ce que Iéga-
lité (16) entraine les deux suivantes:

) fi+JI>ifi=j>t(|>i+1*)
e
ql+PtVi =ii{pi + qt)-
On trouvera aisément:
2(Pi + ) Pi (Pi 3»— 2iP)= 0
2P+ 3) 2Pl — 2Py = 0.

Multiplions la premiére de ces égalités par ds et la deuxieme
par —p3 Aprés avoir ajouté membre a membre les équations
obtenues, on trouvera:

(26) 2(p, -f at) (p, 3— 2l py = 0.
D’une fagon analogue on conclura des égalités

(1,3, =0 e (1,3, 5=0
a la suivante:

(27) 2(P1 + qt) (p2gi— qgtp)*= 0.
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Il résulte des égalités (26) et (27) que les égalités (17) et (18)
subsisteront en tout point du domaine (T) sauf peut étre au cas
oU, au point considéré, on aurait,

(28) Pi+ 2.= 0.

Supposons donc qu’en quelque point A du domaine (T) I’éga-
lité (28) ait lieu. En se reportant a la formule (14) et en tenant
compte de I’égalité (16) ou s’assurera aisément que Iégalité (28)
entraine les deux suivantes:

= - 4(pt d3— gxp'9)2
ViD= —4(psg3— Po*

Donc, puisque, par hypothése, nous avons I’égalité (15), nous
avons aussi les deux égalités (17) et (18). En définitive notre thé-
oréme est complétement démontré.

V1. Remarque. L’ensemble des égalités (17) et (18) équivaut
a lintérieur du domaine désigné par (T) dans I’énoncé 1V (p. 11)
aux deux suivantes:

| 2» B— (w+ M)p3= 0,
| (w— M)gqz— 2i2p3= 0.

En effet, si l'on désigne pour un instant par IQ et F, les

1-iers membres de (17) et (18) et si I'on se reporte aux formules (6),

on reconnait de suite que les premiers membres des égalités (29)
représentent les expressions suivantes:

2a, F, -j-2a, F2 et 2a8 -f-2a2

circonstance qui prouve I¢quivalence du systéme (29) et du systéme
formé par I’ensejnble des égalités (17) et (18) au moins dans la partie
commune aux domaines (T) et au domaine

a, a2— a39=0.

Cela posé, il suffit de tenir compte de la continuité des fonc-
tions que l'on a a considérer pour reconnaitre la compléte exacti-
tude de notre remarque.

VII. Remarque. L’hypothése IV (p. 11) étant vérifiée, il ré-
sulte du théoréme V que le systéeme (10) se réduit au suivant

hk(M) = 0; (k— 1,2 3)
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par conséquent, lorsque I'hypothése IV est vérifiée, le systeme d’équa-
tions aux dérivées partielles du probleme se compose des équations

(30) M>»,) == A\t) = hk(w) — hk(Al) = 0 (& =1,2;3)

et des systemes (11) »et (12).

VIII. Théoréme. Pour effectuer I'dtude compléte du cas ou
I’hypothése IV (p. 11) est vérfiée, il suffit d’envisager successivement
les cas ou Il’'on aurait, dans tout le domaine (T), eu dehors de
I’égalité (15), I'un des systéemes de relations suivants:

Le théoréeme précédent n’est pas tout a fait évident car il
pourrait arriver qu’en un point A, situé a l'intérieur du domaine
(T) 'un des systemes de relations (32), (33) ou (34) soit vérifié,
sans I’8tre a lintérieur d’un domaine, a l’intérieur duquel se trou-
verait le point A. Mais, si cette circonstance se présentait, le point
A serait un point-frontiére d’'un domaine, (T') a l'intérieur duquel
I'un des systémes de relations (31), (32), (33) ou (34) serait vérifié,
donc, connaissant les fonctions (5) k I'intérieur du domaine (T'), on
les connaitrait aussi, a cause de leur continuité, au point A, a moins
que ce point ne fasse pas partie du domaine d’existence des fonc-
tions considérées. Notre théoréme est donc démontré.

IX. Théoréme. L’hypothése IV (p. 11) étant vérifiée, lorsque
I'une au moins des fonctions p$ et g3 reste différente de zéro dans
le domaine (D), en d’autre termes, lorsque l’'un des trois premiers
cas énumérés dans la théoreme VIII est réalisé, le systeme d’équa-
tions aux dérivées partielles du probléeme (VII, p. 14) se réduit
a celui qui forment les équations

(35) hk(Vj) = hk(vt) = hkw)= ht(M)= 0, k= 1,2)

conjointement avec les deux systemes suivants:
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En effet, dans le cas actuel on a {V, p. 12} les égalités (16),
(17) et (18), égalités qui expriment, comme on le reconnaltra sans
peine, que tous les déterminants du 3-iéme ordre appartenant a la
matrice (20) sont nuls. D’autre part, puisque, par hypothése, I'une
au moins des fonctions p3 et gz est différente de zéro, la matrice

est d’ordre 2. Par conséquent dans chacun des quatre systéemes de
trois équations dont se compose le systtme (30) ainsi que dans
chacun des systémes (11) et (12) la 3-iéme équation est une con-
séquence des deux premieres.

Il résulte de la que I’ensemble des systemes (35), (36) et (37)
se déduit du systéeme qui, selon la remarque VII, contient toutes
les équations aux dérivées partielles du probléme, par la suppression
d’équations qui sont des conséquences de celles que I’on conserve.
Notre théoréme est donc établi.

5. Commencons par I’étude du premier des quatre cas énu-
mérés dans le théoréeme VIII (p. 15).

Il résulte de I’égalité (16) {V, p. 12} que l’'on a:



17

Transformons maintenant les équations du probléme en pre-
nant la fonction X pour inconnue auxiliaire et, a cet effet, posons

Les équations (38) seront alors équivalentes aux suivantes
(42) vi(i)= 0, vt(A)= 0,
lesquelles, sous forme développée, s’écrivent ainsi:
- = NN =
(43) 281" 3a, 2234”1557 0
D’autre part, aprés avoir posé,
(44)

on pourra, (en égard a (37, X)) donner aux équations (36) la forme
Buivante:

L’inégalité (40) étant vérifié par hypothese, I’ensemble des
équations (36) et (37) équivaut a l'ensemble des équations (36) et
(38), équivalent lui-méme a l’'ensemble des équations (42) et (45).
Mais I'inégalité (40) entraine encore cette conséquence que le
systeme (35) équivaut au suivant:

(46) Vv = v, () = vkw) = vk(M) = 0. k= 1, 2).
Donc (IX, p. 15}, nous avons le téoreme suivant:

X. Théoreme. Le systéme d’équations aux dérivées partielles
du probléeme peut étre considéré comme se composant des syste-
mes (42), (45) et (46).

XI. Théoréme. L’hypothése IV (p. 11) et I'inégalité (40)
étant vérifiés, I'’ensemble des équations du probléme peut étre re-
gardé comme se composant des systemes d’équations aux dérivées
partielles (42) et (45), du systeme
(47) rd«)= vkvt)= 0 (*=1,2)

ainsi que des équations (13), de I¢quation (39) et des deux équations
suivantes

Rocznik Polskiego Towr. matematycznego. 2
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En effet les équations (47) {X} seront certainement vérifiées, en
égard a (39), il en sera de méme {VI, p. 14} des équations (48),
enfin les équations (13) et (39) seront verifiées en vertu de la
définition des fonctions vu vt, w, M et A

Donc, il ne reste a montrer que lensemble formé par le»
systemes (42), (45), (47), (13) et (48) est un systeme complet d’équa-
tions du probléme. A cet effet, supposons que toutes les équations
de ce systéme soient vérifiées. Il résulte alors des équations (42)
et (47) que les valeurs de w et M tirées de (48) satisferont aux équations:

n(“y= vkM) — 0. (k— 1, 2)

Par conséquent toutes les équations aux dérivées partielles du
probleme {X, p. 17} seront vérifiées. Mais, a cause de (39)
et (40) les équations (48) entrainent les équations (29), équivalentes
{VI, p. 14} aux équations (17) et (18) lesquelles, en vertu
de la formule (19), entrainent I’égalité

a=0.

En définitive, notre théoréme est completement démontré.
Apres avoir porté les valeurs de M — w et M-j-w tirées des
équations (48) dans les formules (13) (p. 11), on trouvera:
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et la valeur de lexpression pjp, y2), obtenue d’une fagon ana-
logue, dans les équations (45), on trouve

J’observe maintenant que l’ensemble des intégrales communes
des équations (42) ou ce qui revient au méme, des équations (43)
se compose de celles que donne I’équation

(51) X= C
ou Creprésente une constante arbitraire et de celles que fournit I’équation
(52) aj' —2a}XxX-fa, -fdX)= 0
ou 6(A) représente une fonction de X continue avec sa dérivée
premiére mais a cela prés quelconque.

l-ier cas. La fonction X est donné par la formule (51). Pour

que cette valeur de X soit admissible il faut, comme cela résulte
de la condition (40) et de la formule (39) que l'on ait

(53) C=(=0.
Posons pour abréger

(54) %— aYC*— 2a,C-f- as
Les équations (47) donnent:
(55) ), = <AE), vt= ipC)

ou gpE) et tC) sont des fonctions de £ définies dans un méme
intervalle, continues avec leurs dérivées premiéres, mais a cela prés
arbitraires.

Il ne nous reste plus qu’a déterminer I’expression générale
d’une intégrale commune des équations (50). A cet effet, prenons
pour nouvelles variables la variable C définie par la formule (54)
ainsi que les variables

(56) § ==a, 0 = a,.
A cause le linégalité (53) il sera toujours permis d’effectuer
le changement de variables précédent. Nous aurons
2*
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Cela posé, on s’assurera aisément que les équations (50) don-
nent une expression det ou, ce qui revient au méme {voir la for-
mule, (44)}, une expression de p'E£ qui, apres le retour aux variables
«u dij, a, peut s’écrire ainsi:

T =1@"°~rgd-"-+ &>

ou F(C) représente une fonction de f continue avec sa dérivée
premiére mais a cela prés arbitraire, le symbole f étant défini par
la formule (54).

En définitive, dans le cas considéré, le probléme est complé-
tement résolu.

2-ieme cas. La fonction X est donnée par une équation de la
forme (52). Dans ce cas la fonction X ne se réduira pas a une
constante, les équations (47) donneront

(58) M= op(A), vt= XX

ou <p(fi) et ip(X) représente des fonctions de X continues et ayant
chacune une dérivée premiére continue, mais a cela, prés quel-
conques, enfin, il sera permis de transformer les équations (50) en
prenant pour nouvelles variables indépendantes la fonction X et les
variables et définies par les équations (56). En tenant compte
des équations (42), ou trouvera sans peine:
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donc, en définitive, les équations (50) prendront la forme suivante:

g. -f — 2Xvlvi at)-g\pi — i"A-\-XtvivtA

= XA ’
g (4*«18, + — VIvivicts)S-A’\— X'iiia + ViVtA
3t = UKA

Ces équations fournissent une expression de /, c’est-a-dire
de p£ {voir la formule (44)}, qui, aprés le retour aux variables
initiales an a, a, peut scrire comme il suit:

(59) Jj, _ - - 290U'0. + m
ou F(X) est une fonction arbitraire de X assujettie seulement
a étre continue avec sa dérivée premiere.

Il est evident que les formules (58) et (59), conjointement
avec les formules (49), (44) et (39) et I’¢quation (52) font connaitre
la solution générale du probleme.

6. Passons a Iétude du 2-ieme et du 3-ieme des cas énu-
mérés dans le théoréme VIII (p. 15).

Soit d’abord
(60) pi==0, gz= 0.

En vertu de cesrelations, les équations (17) et (18) {V, p. 12} donnent
(61) ?2i=0, p,=0

et, par conséquent {VI, p. 14}, on a aussi
(61) M-f-w= 0, » = 0.

Cela posé, en se reportant au théoreme IX (p. 15). on cons-
tate que les équations aux dérivées partielles du probleme se
réduisent au systeme suivant;

(63) A(*)= hkkM —w) = 0 *= 1,2)
(64) j e = >
| VPs)= PiP

car, en vertu des solutions (60), (61) et (62.) I'ensemble des
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équations (63) et (64) entralne toutes les équations énumérées dans
le théoreme 1X (p. 15). D’autre part, il résulte des relations
(60) et des formules (8) (p. 10) que les symboles de dérivation
A, et prennent la forme suivante

ou chacune des fonctions <p(at) et tf>(at) est une fonction arbitraire
de a2 a cela prés qu’elle doit étre une fonction continue avec sa
dérivée premiere. Quant aux équations (64), elles sont équivalentes
aux suivantes:

(66)

ou l'on a posé (comme précédemment)

(68)

En sappuyant sur ces formules, on vérifient aisément que
I'expression générale de lintégrale commune des équations (66)
est la suivante

ou F(at) est une fonction arbitraire de a, assujettie seulement
a étre continue avec sa dérivée premiere.

Il est aisé de voir que les (68), (67) et (69), avec les éga-
lités (61) et I'égalité qui constituent la 2-ieme du relations (60)
font connaitre la solution générale du probleme dans le cas consi-
déré. En effet, toutes les équations aux dérivées partielles du pro-
bléeme seront visiblement vérifiées; d’autre part puisque les égalités
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entrainent les égalités (17) et (18) (p. 12), on aura aussi {for-
mule (19), p. 12}

D=0

de sorte que toutes les conditions du probléme seront remplies.
Si au lieu de partir de I'hypothése (60), nous étions parti
de la suivante

(70) p3= 0, 0,
nous aurions trouvé pour nos inconnues les expressions suivantes:
72) Pi—Pi=/>8= 0
ou gp(«,), et F(al), représentent des fonctions arbitraires

de a,, assujetties seulement a étre continues avec leurs dérivées
premiéres.

7. Pour épuiser I6tude de tous les cas compatibles avec
I'hypothése IV (p. 11) il nous reste {VIII, p. 15} a étudier notre
probléme dans le cas ou, dans le domaine considéré, on aurait

(73) p3= = 0
Nous aurons {V, p. 12}
(74) Pi?i— =0.

Il résulte des relations (73) et (74) que le systeme formé
par I’ensemble des systémes (9), (10), (11) et (12) équivaut, dans le
cas actuel, au systeme formé par lensemble des deux systémes
d'équations suivant:

(75) ht[v,) = ks(vt)= h3(w) — h3(M) — 0
et
P+ Ps?i=0 Pt(Pi-\- %) = o,
?i(pi + gqt)==0. gl+ Pt = °-
Mais, en vertu de (74), ce dernier systéme équivaut au suivant:

Pi(Pi+ T»)—°, Pt(Pt+ qt)= o

2|(P|+ T))): °- ?(((Pi+ ?«): °.
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et, comme en ajoutant membre a membre la 1l-iére et la 4-iéme
de ces égalités on trouve

(Pi + ?%)i==0,
on arrive aisément & la conclusion suivante: dans le cas considéré
le probléme se réduit a la détermination des inconnues
(76) >, p, ox et
par la condition qu’elles satisfassent a I'équation (74), a I’équation

77 Pl+ gt= 0

et aux équations (75) ou », », w et M ont les valeurs (6) (p. 10).

Actuellement il y a avantage a remplacer dans les équations
(75), les inconnues auxiliaires vu vt, w et M par leurs expressions
(6) (p. 10); il vient:

(78) ha(Pi) = h»(PT) = MTi) = ~s(fa) = 0.
En définitive, les équations du probleme se composent des
équations (74), (77) et (78).

A cause de la continuité des fonctions (76), il suffira d’étudier
le cas ou, dans tout le domaine considéré on a

(79) Pl= 0
et celui ou, daiis tout ce domaine ou aurait
(80) * 4=0.

Dansle premier de ces deux cas les équations (77) et (74) donnent
g= 0 et pt =0
et, dans le 2-ieme, il résulte des équations (77) et (74) que l'on aura
Pi Pj 1i »4=°-

Par conséquent, pour déterminer, dans le cas considéré, toutes
les solutions du probléme, différentes de la solution évidente
(81) [>1=Pl= 2?2, = ?21= 0,

il ny a qu’a envisager successivement les cas ou, dans tout le
domaine considéré, ou aurait

(82) Pi= 7= =0, p=Ff=0
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(83) p{: 51 —pt= 01 g, :j:0
(84) pypt 21 2, 4=0.

Dans le premier le ces cas toutes les équations du probléme
serons satisfaites identiquement sauf I’équation

Mp») = o

laquelle {derniére des formules (8j p. 10} se réduit a

d’ou
(85) pi = fonction arbitraire de a, et a,.

Dans le 2-iéeme ces on trouve d’une facon analogue

= fonction arbitraire de a, et a,.

Il ne reste donc plus a étudier que le cas ou linégalité (84)
est vérifiée.

Il résulte de la derniére des formules (8) (p. 10) que les
équations (78) s’obtiennent en remplacant, dans I’¢quation

@ _PI+2A+(~ 4l =0

la fonction tp successivement par pt, pt, gt et qt. Or, il résulte
de (77) que I’¢quation (86) équivaut a I’¢quation
axf) 2Xp Irp

laquelle, comme cela résulte de (84), équivaut a celle-ci:

21 ofP éty A

Mais il résulte des équations (74) et (77) que l'on a

Vi?i= Piit= — P>

Par conséquent I’équation (86) équivaut a la suivante:
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Donc le systeme (78) équivaut au suivant:

expressions de g2 et gt qui vérifieront les deux derniéres équations
du systéeme (87) pourvu que les deux premieres soient satisfaites.

Il résulte de la que le probleme se réduit a lintégration du sys-
teme d’équations aux dérivées partielles suivant:

Pour intégrer ce systéme posons
(89)

pt = AM
en désignant par X une inconnue auxiliaire. Il est aisé de voir que
la question se ramenera a lintégration du systéme suivant:

L’intégrale générale de
donnée par lI'équation

(91)

la premiere de ces équations est

F(a, -|- Xas, Xat -f-a3 X)= 0
ou F est la caractéristique d’une fonction arbitraire des variables

at -f- Xat, Xa2-f- a3 et A
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assujettie seulement a des conditions de régularité évidentes et telle
que I’¢quation (91) admette par rapport a X une solution ne se
réduisant pas & zéro. La fonction X étant déterminée, I’expression
générale de I'intégrale de la 2-ieme des équations (90) sera la suivante:

(92) p, = 0(a, + Xat, Xat+ a,X)"),
ou le second membre représente une fonction arbitraire des fonctions
(93) a, -)- Xa,, Xa}-(-aa et X

En définitive, nous avons déterminé toutes les solutions du
probléme dans le cas gne nous avions a étudier dans le numéro
actuel.

8. Il ne nous reste plus qua intégrer le systeme formé par
I’ensemble des équations (9), (10), (11) et (12) dans I'hypothése ou,
dans le domaine que l’'on considére le déterminant D, défini par la
formule (14) (p. 11) satisfait a linégalité

(94) >+ 0;

cest le probleme que nous nous proposons de résoudre dans le
présent numéro.

Il serait aisé de vérifier que, dans le cas actuel, le systéme
d’équations qu’il s’agit d’intégrer peut étre mis sous forme d’un
systeme de six équations aux différentielles totales completement
intégrable mais la méthode que nous allons employer rend superflue
la vérification directe, un peu laborieuse, du fait que nous venons
de signaler.

XII. Remarque. L’inégalité (94) étant vérifiée dans le domaine
que l'on considére, chacune des fonctions v, vt et w se réduit
a une constante.

") Si, aprés avoir disposé de la caractéristique F dans I’¢quation (91) et
aprés avoir choisi une certaine solution en X de cette équation, on forme toutes
les combinaisons deux a deux des fonctions (93), l'une au moins de ces combi-
naisons se composera de deux fonctions indépendantes et la fonction p, pourra
&tre mise sous forme d’une fonction de ces deux fonctions; toutefois, si I’ou con-
sidére une combinaison determinit de deux des expressions (93), ces expressions
pourrons représenter selon la facon dont on disposera des éléments arbitraires

dont dépend 4a fonction i, ou bien deux fonctions indépendantes des varia-
bles a,, a,, a, ou bien de deux fonctions dont I'une sera une fonction de l'autre;
cela étant, pour avoir une expression tout a fait générale de il a fallu le

-représenter comme fonction des trois fonctions (93).
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C’est en effet ce qui résulte des équations (9) (p. 11) et de
la définition du déterminant D.

XII1. Théoréeme. Lorsqu’a l'intérieur d’un certain domaine (T)
I'inégalité (94) est vérifiée, aucune des fonctions p's et g%ne peut
se réduire a zéro dans tout I'intérieur du domaine considéré.

En effet, supposons qu’a l'intérieur d’un certain domaine (T)
I'inégalité (94) soit vérifiée et que, contrairement a notre théoréme,
on ait, dans tout l'intérieur du domaine (T), par exemple

(95) pi = 0.

Les deux prémieres équations du systeme (11) (p. 11) nous
donneront
(96) p\ + ptgl= 0, pt{Pl-j-qt)==0.
%
D’autre part, il résulte de (14) (p. 11) et (95) que l'on aura:

J) ==4p2q?,
par conséquent, en vertu de (94), on aura
97) Pi+ O
et, par suite, la 2-ieme des égalités (96) nous donnera
Pi+ vt = °,
égalité qui, en vertu des l-iere et 4-ieme des formules (13) (p. 11)

nous donnera:
— 2wa3-(- 2vxa, -(- 2~ 0, = 0,

pour tout l’intérieur du domaine (2’). Or {XIl, p. 27} chacune des
fonctions w, », et vx se réduit a une constante. On a donc néces-
sairement

w= » = vt= 0

et les formules (13) se réduiront aux suivantes
(98) 2API= Mat, 2Ap% —Mau 2Aql=M at, 2Aqt——Ma,.

En portant les valeurs de p, pt et g, tirées de ces formules
dans la premiere des égalités (96) on trouve
M* (al — a, as) = 0,
d’ou
M= 0,
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ce qui, au moyen de la 2-ieme des formules (98), donne

p* = o,
égalité incompatible avec Iégalité (97).

Si en lieu de supposer I’existence de (95) on avait supposé
celle de ¢g$= 0, ou aurait rencontré une contradiction analogue
a celle que nous venons de mettre en évidence. Notre théoréme est
donc démontré.

X1V. Remarque. Il résulte du théoreme précédent et de la
continuité des fonctions et que, sans nuire a la généralité,
ou peut, comme nous le ferons dorénavant, supposer que, dans tout
I'intérieur du domaine considéré on a

(99) pi.ji=j= 0.

Introduisons maintenant l'inconnue auxiliaire X, définie par
la formule

(100) X=*
P

Il résulte de (99) que la fonction X sera une fonction con-
tinue, vérifiant, a I’intérieur du domaine que l’on considéere, I'inégalité

(101) X 4= 0.

Pour abréger I’écriture, posons

(102) A= (*=1,23)

Les deux premiéres équations du systeme (10) (p. 11) pour-
ront alors s’écrire ainsi:

En développant le 1l-ier membre de cette égalité, on recon-
nait que, a cause de la 3-ieme des équations (10) (p. 11), elle
équivaut a la suivante

(104) AM, Mt — Mi= 0,

laquelle, par conséquent, sera vérifiée dans tout le domaine considéré.
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XV. Théoréeme. Lorsque les inégalités (94) et (99) sont
vérifiées a I'intérieur d’un certain domaine (T), aucune des fonctions

ne peut se réduire a zéro dans tout I'intérieur du domaine considéré.
En effet, supposons que, contrairement au théoréme qu’il
s’agit d’établir, I'une des fonctions

(106) ifi —qx ou J/8-j- 2Pi

soit identiqguement nulle a l'intérieur du domaine (T). En vertu
de (101) et (103) le seconde des fonctions considérées serait aussi
identiguement nulle; nous aurions donc

(107) M, —?L=0, M, + 2Pl = 0.

Jii+2=0

aa— ax

dans tout le domaine considéré. Aprés avoir porté les valeurs (13)
(p. 11) de pj et gx dans l%galité précédente et apres avoir substi-
tué, dans I’équation obtenue, a Jf, et Ms, les expressions que Ion
obtient en remplagant, dans les valeurs de 1/, et Mi tirées de (107),
Pi et ¢, par les valeurs que fournissent les formules (13) (p. 11),
on trouvera finalement que I’'on doit avoir identiquement

par conséquent

6wcttas — svxa\ — 2bs(20j -j- ajo,) = 0.
Donc, puisque w, vxet vt sont des constantes {XII, p. 27} on a
w= vx— vt — 0

et les formules (13) (p. 11) se réduisent aux formules (98). Celles-ci
donnent en particulier

Pi+ gt= 0.
Par conséquent, il résulte de la 2-ieme des équations (107) que
Ms 2q%= O,
égalité qui, a cause de (103) et (101), entraine le suivante:

(108) Mt+Pi=0.
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Aprés avoir porté les valeurs de Af, Mt et i/2 tirées des
équations (107) et (108) dans I%galité (104), on trouvera

PT+Pt 1. ==0,
égalité qui, en égard aux formules (98), entraine la suivante:

Ml(a\ — a, as)= 0,
d’ou
0.

Donc, comme cela résulte des tortnules (98), on aurait
Pi—Pi— 1\—(i—0

égalités qui, comme cela résulte de la formule (14), sont incom-
patibles avec linégalité (94). Il est donc prouvé qu’aucune des fonc-
tions formant la 1-iére ligne du tableau (105) ne peut se réduire
a zéro dans tout lintérieur du domaine considéré. On démontrerait
d’'une fagon analogue qu’aucune des fonctions formant la 2-iéme
ligne du tableau (105) ne peut se réduire a zéro dans le domaine
considéré. Notre théoréme doit donc étre regardé comme démontré.

XVI. Remarque. Il résulte du théoréme précédent qu’il
n’existe aucun domaine a lintérieur duquel on aurait a la fois
I'inégalité (94) une égalité exprimant que I’'une des fonctions (105)
se réduit a zéro. Donc, a cause de la continuité des fonctions que
nous avons a considérer, nous pouvons, sans nuire a la généralité,
supposer comme nous allons le faire dorénavant, que, dans le do-
maine considéré, aucune des fonctions (105) ne s’annule.

9. Actuellement nous nous proposons de tirer des équations (11)
et (12) les expressions de pa et de en fonction de M: on verra
que l'on peut y arriver sans connaitre la forme de la fonction M.

Le systeme (11) donne:

(109) = 4(PT+ Pi?i)Pil13— 4ps(/> -f qt) q, pi

ou D a la valeur (14). En portant dans I’expression de D la valeur
de gl tirée de (100), on trouve:

(110) == 4psi{Apl- q,-f A(Apt — ()}

En tenant compte de cette expression de D et en substituant
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a gz dans le second membre de (109) sa valeur tirée de (100), on
reconnait que, en égard a (99), I'équation (100) équivaut a la
suivante:

En portant les valeurs de Ip, — qy et de Xpt — gt tirées de
ces équations dans (111), on obtient une équation équivalente a la
suivante

113 2{M, -f AM =
(113) { s o

= 2p{(2Mx+ ZMt)pt+ (2XMt + Ms)gx
ou l'on a posé

(114) I=pj*.

XVII. Lemme. L’une au moins des dérivées Mx et de
la fonction M est différente de zéro.

En effet, il résulte de (104) qu’au cas ou chacune des fonc-
tions Mi et ii2 ne serait pas diflérente de zéro, la fonction Mt
serait nulle. Si donc chacune des fonctions Mx, Mt était égale
a zéro, ou aurait

Mi = = M% 0
tet il résulterait des équations (112) et (110) que, contrairement

a I’hypothése, ou aurait
D= 0.

Notre lemme est donc démontré.

Cela posé, nous allons transformer I|équation (113) en envi-
sageant successivement lhypothése ou I'on aurait

(115) Mi=\=0
et celle ou
(116) Jlil=j=0.
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Multiplions I’équation (113) par 2iW et éliminons de I%qua-
tion obtenue la quantité M, au moyen de (104); il viendra

(117) I, + i A)» = 2p,(2 M+ XMt)(2M,p, + M, h\

équation qui, & cause do (115), équivaut a (113). Mais

(118) 21/, + XMt 4=0,

puisque la fonction

@Mt + XI/)*,= 4 M, (Af, + XM3+ X*Mt)
est égale, comme cela résulte de (112) et (110), a 2D et que, par
hypothése on a I'inégalité (94). Cela étant, I’équation (1IT) équivaut a

(119) @M, + XMt) = 2p2QM,p, + Jf, 21),

laquelle {XVI, p. 31} équivaut a celle que I'on obtient en la multi-
pliant par
+ 2p,

en substituant dans cette derniere a I’expression
AiMi -f- 2p,)

I’expression 2(Jf, — g,) qui lui est égale a cause de la 1-iere des
équations (103), il vient

(120) 2(23/,p,-fMtg)~ - = 2pt(2M,pl+ M3y,)(!/, + 2p,).

Mais il résulte de (118) et de ce que (120) a été déduite de (119)
en multipliant celle ci par un facteur non nul, que

"2MXp, f- Msql 4 °

donc, I%quation (120) donne

(121) % -=p . (M, + 2p,).

Si nous avions supposé que lon a l'inégalité (116) il aurait
suffit de multiplier (113) par 23/, pour s’assurer, au moyen d’un
calcul tout & fait analogue & celui que nous venons de développer,

Rocznik Polskiego low. matematyctnego. 3
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que, dsns ce cas encore la formule (121) subsiste. Donc {XVII p. 32}
la formule (121) subsiste dans tous les cas.

En introduisant la fonction f\ définie par la formule (67)
(p. 22), on donnera aux deux premiéres équations du systeme (11)
(p. 11) la forme suivante:

Apres avoir porté dans les équations (121) et (122) les valeurs
de px et pt tirées des formules (13) (p. 11) on s’assurera aisé-
ment que, indépendamment de la forme que pourrait avoir la fonc-
tion M, I’ensemble des équations (121) et (123) constitue un sys-
teme compléetement intégrable qui fournit pour la fonction j\ ou
ce qui, a cause de la formule (67) (p. 22), revient au méme, pour
la fonction I’expression suivante:
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On s’assurera aisément que, pour calculer g&% il suffit de
substituer, dans les considérations qui nous ont conduit a la for-
mule (124), aux quantités

en désignant par ¢, une nouvelle constante arbitraire.

10. Il ne nous reste plus qua déterminer la fonction M par
la condition qu’elle satisfasse aux trois équations qui forment le
systeme (10) (p. 11) ou, ce qui revient au méme, par la condition
qu’elle vérifie le systeme formé par les deux équations (103) et la
3-ieme des équations (10), c’est-a dire le systéme suivant:

ou A est définie par la formule (100) (p. 29), les symboles M It Mt, Ms
étant définis par les formules (102) (p. 29). En utilisant les for-
mules (13), (124) et (125) on transformerait aisément le systéme (126)
en an autre qui ne contiendrait plus que la seule inconnue M-
Toutefois, pour arriver a des équations maniables, il faut procéder
avec quelque attention.

Je rappelle d’abord que le systéme (126) entraine, comme nous
avons déja eu l'occasion de le constater, I'’équation (104) (p. 29).
Pour aller plus loin, observons qu’en tenant compte de cette équation on

déduit aisément des deux premiéres équations du systeme (126) les
deux suivantes

Multiplions la premiere de ces équations par gl -(- Xpx et
la deuxieme par g?-(- Xpt; en ajoutant membre a membre les
3*



36

équations obtenues, ou obtiendra une équation équivalente a la
suivante:

(127) (@?— A'p\)M ff (yi— A*pl) >/, — (gxqt — A*Pl pt)Mt = O,

ou comme cela résulte des égalités (100), (124) et (125), X* doit
étre regardé comme défini par la formule

/.og\ p —a, (If+ wy -fda, 55(M+w) —4a, vt»
4c,A—a, (M— u>y— 4dasp, (M— w) —4a, t*'

1 résulte de ce qui précéde ainsi que du lemme XVII (p. 32)
que nous avons le théoréme suivant:

XVIII. Théoréme. Les valeurs des constantes {XII, p. 27} vt
etw étant choisies ainsi que celles des constantes c, etc, qui figurent dans
les formules (124) et (125), la fonction M doit nécessairement satis-
faire a I'équation (104), a la derniere des équations (126) ainsi qu’a
I’équation (127), sans se reduire a une constante.

Voici maintenant un théoréme qui compléte le précédent:

XIX. Théoreme. Lorsque, sans se réduire a une constante,
la fonction M satisfait, dans les conditions énoncées dans le théo-
reme précédent, a I’ensemble des équations (104), (126) et (127),
les formules (124) et (125) lui font correspondre précisément deux
solutions de I'ensemble des équations (9), (10) (11) et (12); pour
aucune de ces solutions le déterminant D {formule (14) p. 11}
n’est identiguement nul et ces solutions se déduisent Il'une de
I'autre en substituant aux expressions de p%et de ga qui convien-
nent a l'une des solutions considérées, les produits de ces expressions
par le nombre

-1

Pour établir ce théoréme supposons que lhypothése en soit
vérifiée.

Si chacune des dérivées Mly M2 et M3 ne jouissait pas de la
propriété de ne pas se réduire identiquement a zéro, il existerait,
comme cela résulte de (104), un domaine (T) a lintérieur duquel
I’une des dérivées il/, ou Mt serait diflérente de zéro, la deuxiéme
d’entre elles ainsi que la dérivée Mt étant identiquement nulle. Con-
sidérons par exemple le cas ou l'on aurait a I'intérieur du domaine (T)
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I’équation (127) nous donnera

a— *Pl= 0

ou bien
(7 — Apt) (q, -f Xpt)= 0
ou X représente l'une des deux racines de (128). Il existera donc
une racine X' de (128) telle que I'on ait
(130) 2,-*'ft = 0.

Or p, et gt ne peuvent pas étre nuls identiquement car,
comme en vertu des formules (13) (p. 11) on a

(131) 44(g,pt—aqtp,)= — M* wl— 4" t5,
on aurait si l'on avait identiquement

Pt= 7= 0,
— M*  w*— 4, = 0,
et la fonction M, contrairement a I'hypothése, se réduirait a une
constante.

1 résulte de la que [I¢quation (130) déterminera X' sans
ambiguité si, comme nous le ferons, on impose a X la condition
d’étre continue. La fonction X étant déterminée de cette fagon,
nous allons faire voir que, pour obtenir une solution du probléme
il n’y a qu’a associer a M les systemes de déterminations de p3et d&
qui satisfont a la condition

A cet effet il nous faut prouver:
1 que pour satisfaire au systeme (126) avec A— Q il faut
Ps

et il suffit que l'on prenne un systéme de déterminations de p$ et
gs qui satisfasse a la condition (132).

2° que le déterminant D défini par la formule (14) (p. 11)
n’est pas identiquement nul. Or il résulte de (129) et de (130) que l'on a

(133) Ms+ U'Mt- 2@yl — APi)= 0.

D’autre part, puisque, par hypothése, la 3-iema équation du
systeme (126) est vérifiée, ou aura {voir les formules (8), p. 10}
a cause de (129):
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d’ou, moyennant (130):
2M, — 2(qi — AP)= 0
ou,, puisque Mt = 0,
(134) 2Mi+X'Mt — 2(gx— XPl)= 0.

La fonction M satisfait donc aux équations (133) et (134)
ainsi que (par hypothése) a la 3-ieme des équations (126). Pour

que ce systéme soit équivalent au systéeme (126) jou X= il est

évidemment nécessaire et suffisant que la relation (132) soit satisfaite.

Reste a prouver que le déterminant 1) n’est pas identiquement
nul. Or il résulte de (131) (ou, rappelons-le, w, vx et v% repré-
sentent des constantes) que, puisque la fonction M ne se réduit
pas & une constante, lI’expression

<hPi— b Pi
n'est pas nulle identiquement, donc (V, p. 12) le déterminant D
n’est pas identiquement nul.
En définitive, dans le cas particulier ou l'on a les relations

(129), le théoreme est démontré. On [I’établirait d’une facon ana-
logue dans le cas ou l'on aurait

Mt 4=0, AT, = Mt= 0.
Il ne reste donc plus qu’a examiner le cas général ou
(135) 4=0.

Désignons par X' une détermination continue de X vérifiant I’équa-
tion (128), en nous réservant de préciser plus tard quelle est celle
des deux déterminations de X que représente le symbole X. L’(qua-
tion (127) pourra s’écrire ainsi:



39

ne peut s’évanouir & lintérieur d’aucun domaine car, a cause de
la relation (131) la fonction M, contrairement a I’hypotheése, se
réduirait a une constante. Par conséquent les fonctions

22— X~p], ql — A™*p\ et gxk — X'p, Pi

ne peuvent pas étre nulles a la fois.

Cela pos”, les équations (136) et (104) permettront de cal-
culer les rapports des quantités M~ Mt et M3. On constate qu’il
existe un nombre e, vérifiant I’égalité

e2= 1

et tel que les dérivees M, (i= 1, 2, 3) soient proportionnelles aux
expressions

(T —c™MPi)8 (gt — eX'pt)\  2(qt — eX'pd — eX'pt).

Mais si X1 est une racine de (128), eX' en est évidemment aussi une.

Par conséquent, nous pouvons préciser la détermination de X
que représentera le symbole X en spécifiant que c’est celle a la-
quelle correspond la valeur -j- 1 de e. La détermination X de X étant
précisée de la fagon précédente, les quantités Mx M2 et Mt seront
proportionnelles aux expressions

i — i — *»)*, 2(1i — A'Pi) (23— *'Pt)

avec un coefficient de proportionalité que Il'on déterminera en
tenant compte de ce que, par hypothése, la fonction M satisfait
a la 3-iéme des équations (126) (p. 35).
Apres avoir effectué les calculs précédents on s’assurera que
I'on a:
2-M +  X'MS— 2(yj — X'pi) — 0}
Ma+ 2X'Mi — 2(qt - XPi)= 0.
Pour que ces équations se confondent avec celles que Ion

obtient en substituant & X dans les deux premiéres des équations
(126) le rapport

JAI

A

il est évidemment nécessaire et suffisant que I’on associe a la fonc-
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tion M un systeme de valeurs de p's et de ds, tiré des équations (124)
et (125), tel que l'on ait

Cette condition étant remplie, toutes les équations (9), (10),
(11) et (12) seront satisfaites et il ne reste plus qu’a prouver que
le déterminant (D) {formule (14), p. 11} n’est pas nul identique-
ment. Or, puisque, par hypothe 8 la fonction M ne se réduit pas
a une constante, il résulte de la relation (131) (p. 37) que l’expression

APt—itPi

n’est pas identiquement nulle. Par conséquent {V, p. 12} le déter-
minant D n’est non plus identiguement nul et la démonstra-
tion du théoréme est achevée.

11. 1l résulte des théoremes XVIII et XIX (p. 36) que le
probléme étudié se ramene a la détermination de lintégrale com-
mune des équations (104), (127) et de la derniére des équations
(126). Si, aprés avoir porté dans I'¢quation (127) la valeur (128)
de A*-on substitue dans I%quation obtenue ainsi que dans la der-
niére des équations (126) les valeurs de pu pt, gt et gt tirées des
égalités (13) (p. 11), si en outre, pour déterminer la fonction M
des variables al( a,, a8 on se propose de rechercher une fonction
F(ctj, 0,, as, M) des quatre variables a,, at, aa et M, telle que I’équation

(137) F(a, a8 o, Jf)= 0

fasse connaitre la fonction cherchée M, on constate que aprés avoir
posé pour abréger Iécriture:
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ou peut représenter [lintégrale générale de I¢quation (146) au
moyen de la formule suivante

F — F,(¢>, su st)

ou F, (s, Sj) représente une fonction arbitraire des variables
(p, sx et sf, assujettie seulement a remplir des conditions de régula-
rit¢ évidentes. En exprimant que [I’expression précédente de la
fonction F satisfait a I’équation (145) et aprés avoir pose

(148) = Sis, —4(cjs*+ c2s,)¢>,

on trouve que la solution commune la plus générale des équa-
tions (145) et (146) peut étre represéntée par la formule suivante:

(149) F=F t(pth)

ou le second membre représente une fonction arbitraire de <
et de tp.

Reste a exprimer que I’expression (149) de F satisfait a I’équa-
tion (140); moyennant un calcul tout a fait €lémentaire mais un
peu long, on reconnait que la condition nécessaire et suffisante
pour que la valeur (149) de F satisfasse a Ié¢quation (140) est
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que la fonction Ft(<pxp) vérifie I'équation aux dérivées partielles
suivante:

(150) {4t» - 4pp+ 164 ?%)} +
9F, 3F, , JdF.y n
+ * * * i =°

Mais en réalité ce que nous cherchons c’est la relation entre
M, o, a, as, que définit I’équation (137) ou, ce qui, a cause de
la formule (149), revient au méme, la chose qu’il nous importe
de connaitre c’est la relation entre (p et xp que définit I’équation

F.(@0)= 0

Or, il résulte de (150) que la relation en question se confond
avec celle qui définit I’6quation différentielle ordinaire suivante:

{4xpl — 4 (xp -f- 16e, c2 D)} dtp2 — 4<p xpdtp dtp -f- g*dtp'l= 0O,
laquelle peut encore s’écrire ainsi:

(2xp dtp — (pdipy — 4 (tp 16¢, c, (p2 dtp* = O,
d’ou

(151) Xp -(- 16¢, ¢, 92 — (cs<p— 1D«

ou cs représente une constaute arbitraire.

Moyennant les formules (.143), (144), (147) et (148) on expri-
mera les fonctions < et xp au moyen de M et d%lements connus
et I’équation (151) fera connaitre alors la fonction M qu’il s’agissait
de déterminer.

En se reportant aux théoremes XVIII et XIX (p. 36)
et en remarquant que la fonction M, déterminée au moyen de |’¢qua-
tion (151). ne se féduit pas a une constante, on reconnait que l'on
a le théoréme suivant.

XX. Théoréme. N existe une solution de I'ensemble des
tions (9), (10). (11) et (12) (p 11) n’annulant pas identiquement le
déterminaut D défini par la formule (14); cette solution dépend
de six constantes arbitraires dont trois représentant les valeurs
constantes (XII, p. 27) des fonctions vt, vt et w, les trois autres
étant les constantes c, ct et ¢, entrant dans les équations (124),
(125) et (151); le choix des six constantes précédentes étant arrété,
on pourra procéder comme il suit pour former la solution corres-

équa-
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pondante du probleme: on choisira arbitrairement une détetermi-
nation M vérifiant I’équation (151), ou portera cette détermination
de M dans les équations (124) et (125) et aprés avoir choisi arbi-
trairement l'une des deux déterminations de l'une des fonctions p'&
et jg, on lui associera (ce qui sera toujours possible) celle des
déterminations de la seconde de ces fonctions qu’il faudra choisir
pour que la valeur

de A satisfasse aux équations obtenues en portant la détermination
considérée de M dans les- deux premiéres équations du systeme (126),
aprés avoir préalablement substitué dans ces équations aux fonc-
tions p,, pt, cfi et gt leurs valeurs tirées des équations (13) (p. 11).

12. Ayant déterminé toutes les intégrales du systéeme formé
par I’ensemble des équations (9), (10), (11) et (12), appliquons les
résultats obtenus au probleme de physique qui nous a conduit aux
équations précéedentes.

En se reportant aux formules (1) (p. 9) on reconnait que
les fonctions

(152) p~ pt, p3 agx qt, g3

qui entrent dans les formules (3) (p. 10), doivent étre déterminées
dans le domaine que définit I'’ensemble des relations suivantes

(153) a,~0, a”"™ 0, aat—aj> 0.

1 taut évidemment chercher des expressions des fonctions (152)
telles que chacune des fonctions (152) soit continue dans tout le
domaine (153).

Dans les numéros précédents nous avons reconnu que, au
point de vue de la forme analytique, il y a lieu de distinguer huit
solutions différentes de I’ensemble des équations (9), (10), (11)
et (12); l'une d’elles est caractérisée par la condition que la valeur
correspondante du déterminant 2), deéfini par la formule (14) (p. 11)
ne se réduise pas identiquement a zéro; c’est celle a laquelle se
rapporte le théoreme XX (p. 43); en dehors de cette solution il
y en a encore sept autres ayant cela de commun qu’il correspond
a chacune d’elles une valeur identiguement nulle du déterminant D,
pour deux de ces solutions (voir le No. 5) le produit p',.-~ n’est
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pas identiqguement nul; I'une de ces solutions est donnée par les
formules suivantes

ou C est une constante arbitraire non nulle, les quantités vx v, et F
étant des fonctions arbitraires de la fonction
(155) a,C2— 2a3C-j- a2;

la deuxieme des solutions considérées est donnée par les formules
suivantes

ou v, v3 et F sont des fonctions arbitraires de la fonction X
laquelle est définie par I%¢quation

(157) 0,A* — 20,1 + ol+ fIj)= 0

dans laquelle 6{X) représente une fonction arbitraire de X; vien-
nent maintenant les deux solations (voir le No. 6, p. 21) ou l'une
des fonctions et et une seule est identiguement nulle; l'une
des solutions précédentes est donnée par les formules:
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ol (p(at), t/»(a,) et F(at) représentent des fonctions arbitraires
de Oj; la deuxiéme des deux solutions considérées est la suivante:

ou <p(at), ip(ax) et F(a,) représentant des fonctions arbitraires de a,;
enfin, pu dehors du cas dénué dintérét ou toutes les fonctions

P< Pii P& 2> Ti1 23 sont identiquement nulles, nous avons encore
(voir le No. 7) trois solutions ou I'on a identiquement
(160) p3= g3= O-

I'une de ces solutions est définie par les formules:

une seconde solution est la suivante:

voici enfin les formules qui font connaitre la 3-iérne solution du
genre considéré; le symbole A désignant une fonction définie par

ol O(at-j- Aas, Aa2 a9 A) représente une fonction arbitraire
des expressions (164)

On pourrait se demander s’il ne serait pas possible d’obtenir
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des expressions admissibles pour les inconnues (152) (p. 44) sans
supposer qu'elle dussent étre définies dans toute I¢tendue du do-
maine (153) (p. 44) par une seule des huit solutions différentes de
I’ensemble des équations (9), (10), (11) et (12) (p. 11); dans ce cas
le domaine (153) (p. 44) se décomposerait en plusieurs régions de
telle sorte que dans des régions différentes nos inconnues seront
définies par des solutions différentes des équations (9), (10), (11) et (12).
Toutefois, pour éviter de nous engager dans des considérations com-
pliquées et probablement inutiles, nous nous bornerons & considérer
successivement chacune des huit solutions de I’ensemble des équa-
tions (9), (10), (11) et (12) en étudiant pour chacune d’elles la
question suivante: la solution considérée peut-elle, peut-étre moy-
ennant une particularisation convenable des éléments arbitraires
qu’elle contient, fournir des expressions admissibles des fonctions
(152) et valables dans tout le domaine (153)?

XXI. Théoréme. La 1-iere des huit solutions énumérées plus
haut, celle a laquelle se rapporte le théoreme XX (p. 43) doit étre
rejettée comme impropre a fournir des expressions admissibles des
inconnues (152), valables dans tout le domaine (153).

En effet, chacune des fonctions t>, ¢, et w se réduisant {XII
p. 27} a une constante, il résulte de la continuité des fonctions (152)
et des formules (6) (p. 10) que la solution considérée ne pourrait
étre admissible qu’a la condition d’avoir

(166) V= vt= w= 0.

Or, dans ce cas, ainsi que cela résulte des formules (143), (144),
(147) et (148), I’équation (151) pourrait s’écrire ainsi:

(167) M* -f 2[c,0s — 2(~0, -j- c,a,)] M2-f- 16¢c,c2d = c3A

et, a cause de (166), les formules (124) et (125) se réduiraient aux
suivantes:
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Donc, puisque les fonctions pt et gt Bont continues, il résul-
terait de (168) que l'on a:

Ces égalités étant incompatibles, on voit que la solution con-
sidérée ne peut par fournir des expressions admissibles de nos
inconnues.

XXII. Théoréme. Aucun des systemes de formules (154),
(156), (158) et (159) ne fournit pour les inconnues (152) des valeurs
admissibles ne se réduisant pas aux suivantes:

La marche a suivre étant en principe la méme dans chacun
des quatre cas qu’il y a a considérer, nous nous bornerons a dis-
cuter les formules (154).

Envisageons les systémes de valeurs des variables a,, a, et a,
tels que l'on puisse poser

(171) a, = t*au a, = tax

et n’envisageons que les systémes de valeurs de a, et t pour les-
quels I’'expression (155) conserve une valeur constante fO. Nous aurons

Dautre part, puisque, dans les formules (154), les fonctions
», et vt sont des fonctions de la seule fonction (155), ces fonctions
coserveront des valeurs constantes t,0>et t40 pour tous les systémes
de valeurs de a, et t qui vérifient (172). Portons les valeurs (171)
de as et de a, dans la liére des équations (154) en supposant
que (171) soit satisfaite. Comme on a
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Mais la constaté £0 a une valeur arbitraire. On a donc iden-
tiguement

vx= v2= 0.

En s’adressant a la 5-iéme des formules (154) et en tenant
compte de la 1l-iere des relations (169), on prouvera aisément que
la fonction F, fonction de la seule fonction (155), se réduit iden-
tiquement & zéro. Donc, les seules valeurs admissibles pour nos
inconnues que peuvent fournir les formules (154) sont bien celles
que définissent les équations.

Le raisonnement étant, comme nous l’avons déja fait remarquer,
tout a fait semblable dans chacun des trois cas qu’il y aurait en-
core a considérer, notre théoréeme doit étre regardé comme établi.

Les deux théorémes précédents nous aménent a la conclusion
suivante: on a dans tous les cas relations (160) ou (formules (6),
p. 10), ce qui revient au méme:

[>»= 7%= °;

)

quant aux autres inconnues pu p2, g, et g2, on ne peut hésiter qu'entre
les expressions (161), (162) ou (165) de ces inconnues.

Rocznik Pol. Tow. matem.



Les ensembles boreliens abstraits

Par

W. Sierpiriski.

& étant une famille donnée d’ensembles (dont les éléments
sont de nature absolument quelconque), nous désignerons par B(é?)
la plus petite famille Si d’ensembles qui satisfait aux troix con-
ditions suivantes:

1®

2R Si E = Ex-j- Et-f-Et-(-..., o0 EneSt pourn= 1, 2, 3,...,
on a EeC

3°. Si E=E XEfEt.... ou Eneéft pourn—1, 2, 3,..., on a EtéH.

(B(<&) est donc la famille de tous les ensembles qu’on obtient
en partant des ensembles de la famille & et en effectuant (dans un
ordre quelconque) un nombre fini ou une infinité dénombrable
d’additions et de multiplications. M. Hau sd or ff désigne la famille
B(éF) -par éa) et appelle les ensembles formant &aSJ ensembles bo-
reliens obtenus des ensembles E iéf *)).

Désignons par B*(&) la plus petite famille M d’ensembles qui
satisfait aux conditions 1°, 2B 3° et a la condition <

4R, Si ExeSC et EteSi, on a Et— EisSi.

(La propriété 3° est dailleurs, d’aprés la formule

EiEtEt...= El— [{El — Et)-f-{EX—Et)-f (Ex—Et)+ ..],

une conséquence des propriétés 2B et 4°).
On a évidemment (pour toute famille ffd’ensembles) la formule

et B*(éf) peut étre regardée comme la plus petite famille ét d’en-
sembles contenant B{éfl et satisfaisant a la condition 4°.

*. F Hausdorff: Mengenlehre, Berlin and Leipzig 1927, p. 84.
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Le but de cette Note est de trouver une condition nécessaire et suf-
fisante pour qu’on ait B(éf) = B*(éf). Nous prouverons notamment ce
Théoréme. Pour qu’on ait pour une famille & d‘ensembles la
formule
Q) B(éF) = B*(éF\
il faut et il suffit que la famille & satisfasse a la condition:
@) Si Exe& et Eteff, on a Ex— EseB(éf).

Démonstration. La famille M = B*(JF) satisfaisant aux con-
ditions 1° et 4°, on reconnait sans peine que la formule (1) en-
trailne (2). La condition de notre théoréme est donc nécessaire. Il
reste donc a démontrer qu’elle est suffisante,

Soit donc ff une famille d’ensembles satisfaisant a la condi-
tion (2): il suffira évidemment de prouver que la famille 6t— BiJf)
satisfait & la condition 4°

Nous prouverons d’abord que:
3 Si El£cf et Exe B(éf), on a Ex— Exe B(&).

Soit donc Ex. ff et désignons par Six la famille de tous les en-
sembles E', tels que Ex— EeB(éf). Je dis que la famille ¢% jouit
des propriétés 1°, 2# et 3°.

En effet, soit Ee0\ daprés ExeéF et d’aprés (2). nous aurons
Ex— EeB(&)\ d’aprés la définition de la famille atx nous avona

donc EeéHx Nous avons ainsi démontré que °Ni> ce qui prouve
que la famille St— SCx jouit de la propriété 1°

Soit maintenant E = Hx-|- Ht-j- Ht -f-..., ou Hnedi pour
(i=1, 2, 3,... D’aprés la définition de la famille atx nous avons

donc Ex— HneB(éF) pour «==1, 2, 3,... La famille Si— B(éF) jouis-
sant de la propriété 3°, la formule

EX—E = E %— (Hx-\- Hx-\-Ha-\-...)— (Ex— HX)(Ex— Hi)(Ex— Ht)...

donne donc Ex— EeB(éF) et il en résulte, d’aprés la définition de
la famille a®, que EeSIx. Nous avons ainsi démontré que la fa-
mille St=cHx jouit de la propriété 2°.

Soit enfin E = HxH2HY..., o0 Hned&x pour »= 1,2, 3,... La
famille aC=B(JF) jouissant de la propriété 2® la formule

EX-E = E X- HxH\Ha...=(E1-H D)+ (E1-H t)+ (E1-H I)+...

donne donc Ex—EeB(&), et il en résulte, d’apres la définition de la fa-
mille <#j, que EeMv La famille ét= jouit donc de la propriété 3®
4*
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La famille SC— Siy jouit donc des propriétés 1°, 2° et 3°, d’ou
résulte, comme nous savous, que

*) B{ff)C * -

Soit maintenant Et e B (#): d’aprés (4) nous aurons Et sSix donc,
d’aprés la définition de la famille Stx, Ex— Et EB(éf). La propriété (3)
est ainsi établie.

Soit maintenant EtsB{éf) et désignons par 8 la famille de
tous les ensembles E, tels que E m—Ete B(JF). Je dis que la famille
SC=8 jouit des propriétés 1°, 2* et 3°

En effet, soit Eeéf: d’aprés (3) nous avons E — EteB (éf), ce
qui donne, d'aprés la définition de la famille 8, E eS. Nous avons

donc ce qui prouve que la famille Si= 8 jouit de la pro-
priété 1#

Soit maintenant E = Hx-{~H%\- H, ou Hne6, pour
m=1, 2, 2,... D’aprés la définition de la famille S, nous avons donc
H,,— EtsB(<?) pour w=1, 2, 3,..." La famille aH=B(ff) jouissant

de la propriété 2* la formule

E—E,= (H,+ Ht+ H, +...) —E,= (H,- Et)+ (H,- Et)+

donne E-—EteB(&), et il en résulte, d’aprés la définition de la fa-
mille S, que EeS. La famille Si— 8 jouit donc de la propriété 2*
Pareillement, en s’appuyant sur la formule

NiHtH3,..-E = (H x-E)(Hi-E)(Ht-E)...,

et sur la propriété 3° de la famille St= B(&), on prouve sans
peine que la famille H — S jouit de la propriété 3°.

La famille Si= 8 jouit donc des propriétés 1°, 2° et 3° d’ou
résulte que
<5) J3(<f)0

Soit maintenant Exe B{&): d’aprés (5), nous aurons Exe8, donc,
d’aprés la définition de la famille S, E,— Ete B(éf).
Nous avons ainsi démontré que

Si ExsB(&) et EtsB(ff), on a Ex—Et £B(&).

Il est donc établi que la famille St=B (&) satisfait & la condi-
tion 4°, c. q. f. d.
Notre théoréme est ainsi démontré.
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Comme une aplication de notre théoréme, désignons par & la
famille de tous les intervalles fermés (ou, si l'on veut, de tous les
intervalles fermés aux extrémités rationnelles). Si Eye& et e
I’ensemble Ex— Es est, comme on voit sans peine, une somme
d’une infinité dénombrable d’ensembles de la famille cf: d’aprés la
propriété 2° de la famille ét— on a donc Ex— ~t5(if). La
condition (2) est donc remplie et on peut appliquer notre théo-
réme. On a donc, dans notre cas, la formule (1)X.

#® Cf. W. Sierpiiiski, Bull. Aead. Craeovie, 1918, p. 31-32.



Sur une classe d’espaces riemanniens
a trois dimensions.
Par
W. Slebodziriski.

L’article présent est consacré a la détermination des espaces
riemanniens a trois dimensions dont les congruences principales
sont formées de trajectoires orthogonales des familles isothermes.
Dans tout ce qui va suivre je désigne ces variétés par le symbole (/8).
Aprés avoir rappelé quelques formules du calcul des congruences
orthogonales de MM. Ricci et Levi-Civita (n° 1), je démontre qu’il y a
cing especes différentes d’espaces (/,) (n0 2—5). Une classe parti-
culierement intéressante d'espaces (/,) est constituée par les variétés
qui peuvent étre représentées géodésiquemeut sur une autre. On sait
que I¢lément linéaire d’un tel espace est une forme généralisée de
Liouville; a I¢gard de cette forme je donne quelques propositions
dans le n° 6. Larticle se termine (nB 7 et 8) par une application
des résultats précédemment obtenus a la recherche de tous les sy-
stémes orthogonaux et isothermes d’un espace a courbure constante
différente de zéro.

Pour les notations et méthodes employées je renvoie au Mé-
moire de MM. G. Ricci et T. Levi-Civita Méthodes de calcul
différentiel absolu et ses applications (Math. Annalen
Bd: 54, 1901).

1. Soit donnée une forme définie positive

8
(D ds* — Jjj? alkdxfdxk
U-I
caractérisant la métrique d’un espace riemannien (F8). Considérons
dans cet espace un systeme (S) formé de trois congruences [1], [2],
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[3] de courbes et supposons que dans chaque point deux courbes,
appartenant a deux quelconques de ces congruences, sont orthogo-
nales I'une a l'autre. M étant un point arbitraire de (F,), désignons
par (i) (i= 1, 2, 3) la courbe appartenant & la congruence [i] et
partant de ce point, par s, son arc compté a partir d’un point arbi-
traire et par *t>M), "3 15 composantes contravariantes d’un vecteur
unitaire et tangent a la courbe (i) au point M. Les trois vecteurs e,

forment un triedre (T) dont les rotations yM sont données par les

formules
3

) r* = *INW AU = 1,2, 3),
r«-1

\ jr étant les composantes covariantes du vecteur e, et \ r, leurs dé-
rivées covariantes par rapport ala forme (I). Les rotations du triedre

(T) donnent naissance a neuf invariants définis au moyen des

égalités

3) w'= ~ + B {r<Hsn (R +, 42— +
“l- Vil tay 25 VLR t2v (1, = 1,2,3)

et satisfaisant aux relations
wt = Wi (*,*==1,2,3).

Dans les formules ci-dessus et dans tout larticle nous regardons
comme égaux deux indices dont la différence est divisible par 3. Si
le systéme (S) est choisi de maniére qu’il soittot= 0 (i, k— 1,2, 3;
i"=&), ses congruences sont formées de courbes principales de I%es-
pace (Fa) et les quantités

4 w, = ui( (i= 12 3)
sont les courbures principales de celui-ci. Au triedre (T) nous don-
nons, dans ce cas, le nom de triedre principal.

Construisons un second systéme orthogonal (S*) formé de con-
gruences [17, [27], [3] et désignons par I'ir les composantes cova-

riantes de trois vecteurs unitaires é\ (t= 1, 2, 3) tangents- au point
M aux courbes de ces congruences. On aura les relations

%) Xr=1J1 v (hr= 12 3),
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ou les ah désignent les coefficients d’une substitution orthogonale.
En se servant des formules (2), on trouve les expressions suivantes
pour les rotations yM du triedre {T')

3 3
(6) Yy J 2%« yimytl, [hij= 1,2, 3),
1 unl

ol nous avons posé

= (h,i k= 1,2,3).

Si la congruence [3] est formé de trajectoires orthogonales
d’une famille (F) de surfaces et les congruences [1] et [2] de lignes
de courbure de celles-ci, on aura

Ysn == Ysh = 0 >

les rotations ym, Ym sont, dans ce cas, des courbures normales et
les rotations ym, ya3 des courbures géodésiques des lignes de cour-
bure. Pour que les trois congruences du systeme (S) soient des
congruences normales, il faut et il suffit que les rotations a trois
indices différents soient nulles.

En terminant ce n® supposons que I|’¢lément linéaire de I’es-
pace (F,) soit réduit a la forme

ds*

4—1

et considérons le systéme orthogonal (S) dont la congruence [i] est
formée de courbes coordonnées = const.,, xI+t — const. Les for-
mules (2) pour les rotations di triedre correspondant deviennent
dans ce cas

(7)) Yw= — Y#*70 *= 1, 2,3; i4=./4 s*#=»),
si I'on pose

X»= 1, xr>= 0, xx¥9= 0 ft= 1,2, 3).
Ajoutons que les rotations Yl+m+i, Yi+ta«+ta 80nt des courbures nor-

males et les rotations y(+li+2(+, y(#2<tl<t2 des courbures géodésiques
des lignes de courbure des surfaces x,= const.
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Dans tout ce qui suit, nous désignerous par une grande lettre
affectée de deux indices i, k une fonction de deux variables x,, xk
et par une petite lettre affectée de I'indice i une fonction de la seule

variable par les lettres de l'alphabet grec nous désignerons des
constantes.

2. Les congruences principales d’un espace (/,) étant formées
de trajectoires orthogonales de trois familles isothermes, celles-ci
appartiennent a un systéme triple orthogonal. Il en résulte que I’é1é-

ment linéaire d’un espace (Zj) peut étre ramené a la forme >
(8) ds*= 17 U% dx\ + IPttU IdxI-\-ul f/l, dx%

En gardant les notations du n° 1, désignons par (S) le systéeme des
congruences de courbes coordonnées de I’espace (8). Pour que la
forme (8) soit I’élément linéaire d’un espace (Jg), il faut et il suffit
que les congruences du systéme (S) soient des congruences princi-
pales. On doit donc avoir

=0 @i, k=1, 2, 3; i =FKk).

En appliquant les formules (3) et (7), les conditions précédentes
deviennent

La recherche des espaces (/,) est donc ramené a la résolution du
systeme (9).

Supposons en premier lieu quaucune de dérivées pre-
mieéres des fonctions Utkn’est pas identiquement nulle*

En tirant de deux premiéres équations (9) les valeurs de ™~

9 log Z71S
et de —g—l, on a
Ixt

> G. Darboax, Lecons »nr les systemes orthogonaux, 2ime éd., 1910, p. 217.
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(Le dénominateur de seconds membres est différent de zéro, I'hypo-
thése contraire conduisant, d’aprés la deuxieme des équations (9),

au résultat = 0). On déduit de la condition

En traitant de la méme maniére les dérivées de la fonction Ui3,
on est conduit au résultat que les trois expressions

3*log Uk
(10>
9x, oxk

doivent étre égales. Leur valeur commune étant nécessairement une
constante, nous supposons d’abord qu’elle est différente de zéro et

nous la désignerons par — —; nous aurons ensuite
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En ayant égard a la signification géomeétrique des rotations yHj(n° 1),
les relations ci-dessus nous montrent que les courbes principales
de I'espace (Aa) sont des trajectoires orthogonales des surfaces de
Weingarten dont les courbures principales ont un rapport constant.
Si, en particulier, I'une des constantes a, (i, y est égale a —1, les
surfaces correspondantes sont des surfaces minima.

4. Examinons maintenant les solutions du systéeme (9) pour
lesquelles I'une au moins des dérivées premieres des fonctions Ulk
est identiguement nulle. Supposons pour fixer les idées

N=0.

On conclut de la troisiéme des équations (9) que l'on aura

. g A =0

c*3/j
. . . * 9U SU
S faut donc traiter séparément les deux cas: a) . -3= 0, b) ——= 0.

Nous étudierons dans ce n®le premier cas. Les deux premiéres des
équations (9) nous donnent
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L ¢lément linéaire (8) devient donc
(A) ds2==al dx\ -|- b\ dxI -f- dx'l,

ou l'on a désigné par a3 et b3deux fonctions arbitraires de la seule
variable xs. On vérifie aisément a laide des formules (7) du n® 1
que toutes les rotations du systeme (S) sont nulles a I'excepté de
Yisi et y23s. Ces deux derniéres rotations ne dépendant que de la
variable xs, on voit que dans I’espace (Aa) les surfaces xt — const,
et xt = const, sont des surfaces totalement géodésiques et que les
courbures principales des surfaces xs= const, sont constantes en
tous les points de chacune d’elles.

Examinons maintenant la seconde solution des équations (15),
en supposant que l'on a

glog U» dlog Utt = Q
Oxt dxs

Les deux fonctions J7*, UIS ne renfermant, d’aprés les hypothéses
faites au commencement de ce n° que la seule variable x3, nous
concluons de I’équation précédente

jm— const.;
Kai
la forme (8) devient donc
(A9 dsd= U% u\ (dx[ -|- da% -f- dxQ,

ol Un désigne une fonction arbitraire de deux variables a?, xt et
m, une fonction arbitraire de 1a seule variable xt. Les formules (7)
du n® 1nous montrent que les surfaces xt= const, sont des sphéres
géodésiquement paralléles. (Nous donnons ici le nom de sphéres aux
surfaces a courbures principales égales et constantes). Nous
allons montrer que, réciproquement, I'¢lément linéaire d’un espace
contenant une famille de sphéres géodésiquement paralleles est de la
forme (A4). Nous démontrerons d’abord le théoréme suivant.

Théoréme 1. Dans un espace riemannien a troiB dimension»
une famille de surfaces a courbures principales égales est une famile
de Lamé.

Supposons, en effet, qu’un espace riemannien (F,) contient une
famille (F) de surfaces a courbures principales égales et considérons
le systeme orthogonal (S) dont la congruence [3] est formée de tra-
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jectoires orthogonales de la famille (F) et les congruences [1] et [2]
de lignes de courbure des surfaces appartenant a (F). En gardant
les notations du n° 1 relatives au systéeme (S), nous obtenons les
relations

(1®) Ysu == Y»ti “ 0) Yoi — Yom-

Construisons un second systéme orthogonal (S) et supposons que les
congruences [3] et |3'J de deux systémes (S) et (S') soient identi-
ques. Nous pouvons donc poser dans les formules (5) du n° 1

an ses cos q = —sing as=0,
*ii= sinf, *2 = cos9, *. =0,
«. = 0, = 0, ass3= 1

En tenant compte des relations (16), les formules (6) du n° 1 nous
donnent

Y§i2 e 7m:,,,8) vizr = =P rOTIM YII31= Y&

En prenant pour la fonction 9 I'une quelconque des intégrales de
I’équation

on aura ym = YA — Yaw= ce Mu‘ signifie que la famille (F) est
une famille de Lamé (v. n° 1). Le théoréme démontré est une gé-
néralisation d’un théoréeme de M. Ricci sur les familles de surfaces
totalement géodésiques °).

En nous appuyant sur le théoréme démontré plus haut, nous
voyons d’abord que I’¢lément linéaire d'un espace riemannien con-
tenant une famille de sphéres peut étre ramené a la forme

3
dst H'f dx,,
(-1
ou l'on suppose que les surfaces x, = const, sont des spheres. Les
trajectoires orthogonales des sphéeres étant, par hypothése, des géo-

désiques, nous pouvons poser Ht = 1. Il suit aussi de I'nypothése
faite sur les surfaces >m = const, que les rotations ym, y,,, du sy-

16. Ricci Sulle superficie geodetiche in una varieta qualunque e in par-
ticolare nelie varieta a tre dimenaioni, Kend. Accad. Lincei 1903.
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stéme (S) formé de congruences de courbes coordonnées sont égales
et que leur valeur commune ne dépend que de la variable
Daprés les formules (7) du n®1 les coefficients Hx et Ht sont donc
des fonctions de la forme suivante

Hx= Anat, Ht= S, as
et, par suite,
ds* — o| (Ay2dx[ -f- Bh dxi) -f dx\.

Or, on sait que la forme binaire AMdx[-(- J32dr% peut étre réduite

a la suivante: (cfocf ——dar|); I’é1ément linéaire de I’espace considéré
appartient donc au type (A4 d’ou il suit

Théoreme a. Un espace riemannien a trois dimensions con-
tenant une famille de sphéres géodésiquement paralléles est un es-
pace (/,).

5. Nous revenons maintenant aux équations (13) et (14) du ®
précédent, en supposant que l'on ait

D’aprés la convention faite a la fin du n° 1on peut donc poser
U» — «jj 17, == Me

Il est évident que les expressions ci-dessus satisfont & deux pre-
miéres des équations (9), la troisiéme conduisant a la relation

d logm, 9 log Utt dlogw29log Un _ dlogu, dlogm, _
dx3 9xt dxt 9x3 dx3 dxt

La solution de cette équation est donnée par la formule

ou IP(<) désigne une fonction arbitraire de la variable t. La forme
(8) devient donc

ds* = (w, m,)2dx\ dx\ -f- u3dx\\
ou, si I'on effectue un changement convenable de variables,

(AB) ds* = (&, x,)1dx\ -j- *1 )2 [a* + as .
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Dans la formule (A6), donnant la cinquiéme solution du pro-
bléme proposé, les symboles a2 et as désignent des fonctions arbi-
traires respectivement de xt et xs et <> désigne une fonction arbi-

traire du rapport X
PP Xs'

Remarque. Dans le raisonnement qui précédé nous avons sup-
posé que les fonction w2, us ne se réduisent pas a des constantes,
I’'hnypothese contraire conduisant aux solutions (A,) et (A4) trouvées
plus haut.

En calculant a l'aide des formules (7) du n° 1 les rotations
du systéme (S), on trouve d'abord y*, = y3i8= 0, ce qui nous dit
que les surfaces .i\ = const, de l'espace (A6) sont des surfaces tota-
lement géodésiques; on obtient ensuite des formules suivantes

qui nous seront utiles plus tard.
Nous avons examiné dans les nos 4 et 5 toutes les solutions

du systétme (9) qui correspondent a I’hypothése: — 0 Il est

évident que d’autres solutions, que I’on peut obtenir en égalant a zéro
les premieres dérivées des fonctions Ulk ne different que par des
notations de celles trouvées plus haut. Nous pouvons donc énoncer
Ié théoréme suivant.

Théoréeme 3. L%lément linéaire d’un espace (/,) est réductible
a l'une des formes (A) (i— 1,2, 3, 4, 5).

6. * Supposons qu’un espace rieimannien (Vs) contient une sur-
face (Q) dont les lignes asymptotiques sont des géodésiques de (Q)
et, par conséquent, de (Fs). Nous donnons a la surface (Q) le nom
de quadrique de I'espace (Fs). M étant un point arbitraire de (Q),
désignons par (c,) et (cj) les lignes de courbure de (Q) passant par
ce point et par s, (i— 1, 2) l'arc de la ligne (c,) compté a partir
d’uu point arbitraire. Considérons en M un triedre (T) formé de
deux vecteurs unitaires e,, tangents aux lignes (e,) et (c2) respe-

# J’ai résumé ce n° dans une Note présentée a I’Académie des Sciences
de Paris (C. R. t. 184, p. 424, 21 fevrier 1927).

Roctnik Pol. Tow. matem. 5
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ctivement et d’un vecteur unitaire es normal a (C). En désignant
paryw (i,j = 1,2,3; &= 1,2) les rotations de (T)I) et par «langle

que fait une ligne de (Q) passant par M avec le vecteur I’équa-
tion des lignes asymptotiques devient

(18) y»sT COS* W-|- ym sin*w= 0.
Les lignes asymptotiques étant des géodésiques de (Q), on doit avoir

(19) N+ ym cos w— ylls sinw= 0,

ou ds est la différentielle de I'arc de la ligne asymptotique. En dif-
férenliant I’¢quation (18) on obtient

)y E. Carcan, La Géométrie des espaces de Riemann (Mémorial des Scien-
ces math., fasc. 1X, 1926, p. 43)
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Ou peut donc énoncer le théoréme suivant

Théoreme 4. Pour qu’une surface d’un espace riemannien soit
une quadrique, il faut et il suffit que les courbures normales et
géodésiques de ses lignes de courbure satisfassent aux relations (21).

Remarquons que les relations (20) sont satisfaites, si la surface
est a courbures principales égales; ces surfaces apartiennent donc
aux quadriques.

Nous nous proposons maintenant de rechercher les espaces (/,)
dont les courbes principales sont des trajectoires orthogonales des
familles de quadriques, en nous bornant aux cas, ou les quadriques
ne sont pas des surfaces a courbures principales égales. Or, il est
facile a vérifier a I'aide des formules (20) et des formules analogues
qu’on obtient en permutant circulairement les indices, que les espa-
ces (/3), correspondant aux formes quadratiques (Aa), (As), (A4, ne
possédent pas de propriété définie plus haut. Il nous reste a exa-
miner les types (Ax) et (As).

Nous commengons par l’6tude de la forme (As) Il est évident
que les rotations données par les formules (17) satisfont a la pre-
miére des relations (20); pour que la seconde soit satisfaite, il faut
et il suffit que l'on ait

4>(<)4>"(i) <GHE) 1
<I>(*)$'(*) -~ 7

;. . X . N
ou l'on a désigné par t le rapport —. Il suit de la que Il'on peut

poser sans restreindre la généralité

a étant une constante quelconque. On voit donc que les surfaces
x¢ = const, de I’espace (A5) sont des quadriques seulement dans le
cas ou la fonction est déterminée par la formule (22); il est fa-
cile & vérifier qu’alors les surfaces .rs= const, jouissent de la méme
propriété; la troisiéme famille de surfaces coordonnées est formée
de surfaces totalement géodésiques (n°5). Ajoutons que la forme (A6),
ou (D est définie par la formule (22), comprend comme cas parti-
culier I"1ément linéaire de I'espace euclidien rapporté au systéme
triple de Lamé, formé de deux familles de quadriques de révolution
et d’une famille de plans. Il suffit, pour s’en convaincre, de poser

6*
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A, B,k étant des constantes; la forme (A5) devient alors identique
a I’élément linéaire de I’espace euclidien rapporté au systéme triple
défini plus haut *).

Nous allons maintenant étudier la forme (Aj). Calculons pour
ce but les rotations du triedre (T) relatif a cette forme, en nous
servant des formules (7). On aura

(¢25)) i~ N xf)ff i D2)3; i) -

Un calcul facile nous moutre que les rotations ci-dessuo satisfont
aux relations (20) et anx relations analogues qui s’en déduissent

par des permutations circulaires des indices, si I'on a a= |. La

forme (A), devient dans ce cas

Ly O**- X)) {xr dx\ - (a21- - sy dA +
ri ri
I i X3 2D
rs *

M. T. Levi Civita a montré*) que l'espace euclidien dont I’¢lément
linéaire est donné par la formule (L) (forme généralisée de
Liouvil le) peut étre représenté géodésiquement sur un autre; les
espaces (L) sont les seuls qui jouissent de cette propriété. Les rai-
sonnements précédents nous permettent d’énoncer le théoréme suivant

Théoréme 5. Si I’élément linéaire d’un espace riemannien (Fs)
est réductible a la forme généralisée de Liouville, les congruences
principales sont formées de trajectoires orthogonales des familles
de quadriques appartenant a un systeme orthogonal et isotherme.

En résumant nos recherches, nous avons deux solutions du
probléme proposé plus haut (p. 67): I'une d’elles est caractérisé par
la forme (A5), ou est définie par la formule (22), l'autre est dé-
terminée par la forme (L). Dans le premier cas le systeme triple
est formé de deux familles de quadriques et d’une famille de sur-

G. Daiboux Legons sut les systtmes orthogonaux, 2iMeéd.. 1920, p. 269.

) T. Levi-Ciyita Sulle transformation! delle equazioni dinamiche, Annali
di Mat. 1896.
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faces totalement géodésiques, dans le second on a trois familles de
quadriques.

Quant & la forme (L) MM. G. Ricci et T. Levi-Civita on posé
le probléme suivantl): trouver les propriétés intrinseques de I’espace
riemannien dont I’6lément linéaire est réductible a la forme (L).
Or, nous pouvons énoncer le théoréme suivant qui a une liaison
étroile avec la question proposée:

Théoréme 6. Pour que I'élément linéaire d'un espace rieman-
nien (F3) soit réductible a la forme généralisée de Liouville, il faut
et il suffit que les congruences principales soient formées de traje-
ctoires orthogonales de trois familles isothermiques de quadriques.
Si la courbure de l'espace n’est pas constante, la réduction ne peut
étre réalisée que d’une seule maniére au plus.

La premiere partie de la proposition est une conséquence im-
médiate des recherches précédentes; a lI’€gard de la deuxiéme remar-
quons d’abord que les congruence» principales d’un espace a trois
courbures principales, différentes I'une de l'autre, sont complétement
déterminées et, par suite, que la transformation de I'élément linéaire
en la forme (L) ne peut étre effectuée que d’une seule maniére au
plus. Considérons maintenant un espace dont deux courbures prin-
cipales sont égales et différentes de la troisieme et supposons que
son élément linéaire puisse étre réduit de deux maniéres différentes
a la forme (L). Soit

L +
ri r\
(X, — xs) (xs— X,) ,-2

I’'une de ces formes et (L) la seconde. Les congruences de courbes
coordonnées de deux formes étant des congruences principales (Théo-
reme 5), il en résulte que les deux systémes de congruences pos-
sedent au moins une congruence commune. Supposons, pour fixer
les idées, que ce soient les congruences [3] et [3] qui sont identiques.
On en conclut que les deux familles de surfaces xt — const, et
xs = const. sont aussi identiques. Les congruences [1], [2] et [1], [2]
sont donc formées de lignes de courbure de ces surfaces. Si ces

% 6. Ricci et T. Levi-CiTita Méthodes de calcul différentiel absolu et
mes applications. Math. Ann. Bd. 54, Ch. V, § 4.
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deux paires des congruences ne se confondent pas, les surfaces
vs — const, sont nécessairement a courbures principales égales, on
doit donc avoir ym = y,8 (n# 1). On voit facilement a l’aide des
formules (23) que cette égalité ne peut étre satisfaite, ce qui montre
que notre hypothése conduit a la contradiction. En résumé, nous
voyons que la proposition est établie dans les deux cas que nous
avons considéré Nous montrerons dans les ncs suivants que I’élément
linéaire d’un espace a courbure constante peut étre réduit d’une
infinité de manieres, a la forme généralisée de Liouville.

7. D’aprés le Théoréme 3 du n°5 la recherche des systémes
orthogonaux et isothermes d'un espace elliptique se
réduit a la détermination des formes quadratiques a courbure posi-
tive appartenant aux types (A) (i= 1, 2, 3, 4, 5). Nous entrepronons
cette étude en considérant d’abord la forme (A,). Les congruences
de courbes coordonnées de cette forme étant des congruences prin-

cipales, nous obtenons pour les courbures principales la formule
suivante (v. n° 1)

1 3Ym i £i8ti _ v2 A v

_ _ Y
Sh + Ost {Mm 'm Y, tYm
et deux formules analogues que I’'on en déduit en permutant circu-
lairement les indices. En supposant que la courbure de I’espace el-
liptique est égale a + 1, on obtient trois équations w,= (1, 2. 3).
Eu se servant des formules (23) du n° 6, on trouve
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L’équation (27) ne renferme que les variables xt, v. Multiplions les
deux membres de cette équation par (1— )2 et posons v= 1; on aura

i) + (— laars(™i) = 0.
De méme, en multipliant cette équation par v et en y posant ensuite
v— 0, on obtiendra
+ (— C*)= 0.
En raisonnant de la méme maniére sur les équations qui se dédui-

sent de I¢quation (24) par la permutation circulaire des indices, on
verra que l'on a

ri@O=ri()=riw
En rapprochant ce résultat a I’¢quation (27), on trouve la relation
suivante
rgH' az' i 1 i « X(v—1)2a _
G.— yva (I—v)s 1—v v(v—1) 1)

qui doit étre satisfaite pour toutes les valeurs de la variable v. Si
nous posons v= 2, v= 1 nous obtiendrons deux conditions

2a= pR— , 2*22'= I-f2oc,
d’ou il suit
2a*-fa—1= 0.

Cette équation a deux racines %— — 1, @= £; la premiére, ne
remplissant pas la condition a> — doit étre rejetée, la seconde
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Prenons la dérivée cinquiéme par rapport a xt, on aura

r?(x)= Q

D’aprés ce que nous avons vu plus haut les trois symboles >\(t)
(i= 1 2, 3) représentent une méme fonction; or, la derniére relation
donne pour celle-ci un polynome du quatrieme degré. On vérifie
aisément qu’on satisfait a I’équation (24) en posant a = £ et

(29) r,= Axx-f mxf-f nx] px{+ ¢ (i= 1,2, 3),

ou m, n, p, g désignent des constantes quelconques. Nous obtenons
ainsi la premiere solution du probleme proposé

ou i\ sont des fonctions définies par la formule '29). Il résulte du
Théoreme 5 (n° 6) que les surfaces x, = const, sont des quadriques.

Désignons par yt (i— 1, 2, 3, 4) les coordonnées de Weierstrass
d’un point quelconque M de I’espace elliptique a courbure -f-1 On

aura donc
4

et I’él1émeut linéaire de Il’espace sera donné par la formule
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ou nous supposons al<Caf< o, <Ca*, %étant un perametre variable.
En désignant par xi (i— 1, 2, 3) les valeurs de x correspondantes
aux trois quadriques passant par M, on obtiendra pour les coordon-
nées de ce point la formule suivante

et trois autres qui se déduisent de celle-ci par la permutation cir-
culaire des indices des lettres y et a. En calculant a l'aide de ces
expression et de la formule (31) I’lément linéaire de l’espace con-
sidéré, on obtient la formule

Jé: > ml *») J<i | X1 %7) le wt) , 2-|!

(*»—Xn)(*,—*,),.

+ 1(*s) "
ou nous avons posé

f(x) = A(x —a,) (x — a*) (& — a3) (x — at).

Nous voyons donc que les équations

ou x, est assujetti a rester dans l'intervalle (a,, aJ+]), définissent un
systéeme orthogonal et isotherme appartenant au type (Ej).

Nous avons obtenu la solution ci-dessus, en supposant que la
constante a dans I'équation (24) satisfait a linégalité 7> — On
vérifie facilement a lI'aide de I’équation (26) qu’il n’y a aucune solu-
tion remplissant la condition a < — Il nous reste a examiner le
cas x — — . L’quation (26) devient alors
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désignent maintenant des fonctions de la variable On conclut
de I’équation précédente, si I'ony fait = 0 et v— 1, que les fonc-
tions *e((#) doivent remplir les conditions

ri = 4, r2 = »S,

en d’autres termes les fonctions r, (i= 1, 2, 3) sont identiquement
égales au nombre 4. Voila donc notre deuxieme solution

On voit bien que le systeme orthogonal correspondant a la forme
(Ei") est un systéme imaginaire.

Les systéemes orthogonaux définis par les formes (EJ) et (EJ)
sont les seuls qui appartiennent au type (A!). Reprenons maintenant
la forme (As) du n° 3. En vertu des relations (12b) du méme n*
les équations wj= 1 (t= 1, 2, 3) se réduiront aux relations suivantes

AYist | 2 W 2 2 1
9%s + " ds* m Pt~ —ym—~"

/qo\ ~7818 | ~7Ag2 2 G 2 2 2 __ 1
(32) ~9ss——— 733 _ - 77282=

NP1 ynys —ay|B—yR— 77" = L

cs2

Ajoutons ces équations aprés les avoir multipliées respectivement
par ocy. — x, 1 et par — 7, 1, ty. On verra, pourvu qu’on tienne
compte des relations (12) du n° 3, que le résultat de ces opérations
sera de. la forme suivante

(i —ihm -f-yyL + (*— —°.
Wb+ <r*— 7)7332+ (1 —a)7sis= 0.
En ajoutant ces équations, on aura
72+ 7s7lsa+ (*— ")s73i8= 0.

En se reportant aux formules (12a) du n* 3, la relation précédente
devient

(33) + («~ DeeT'tfrfvr?= 0,
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ou
re’v A o-voa 2--7v 2/r 2Mi?'-s-;2+ <= D)*re*r;* = o.

En diffiérentiant cette relation par rapport a &, on en déduit I'équa-
tion suivante

w2 |P-1r2r, — ) + (l— @212/ = °-

Remarquons que, daprés les relations (12), aucune des constantes
@& y ne peut étre nulle ou égale & un. Pourque la derniére équa-
tion soit satisfaite, il faut donc que I'une au moins des fonctions r,
(i= 1, 2, 3) se réduise a une constante. Eu égard a la forme des
coefficients de I’élément linéaire (A2), on peut se borner au cas ou
I'on a: r8= 0. L’¢quation (33) devient alors

(~y+ta-i)*/! -2(r'rv;r=0.

Il en résulte

r*= u.rs, o = v>'I'~“,

ou j). etv désignent deux constantes. En substituant ces expressions
dans la premiére des équations (32), on aura

rev2v fi(l - DRr=TSr.rr) = 1

Cette relation ne peut étre satisfaite que si les deux fonctions r,, r2
se réduisent a de constantes, ce qui prouve que la courbure de la
forme (A2 doit étre nulle. Il n’existe donc aucune solution du pro-
bléeme proposé qui appartienne au type (A2).

Nous allons examiner la forme (As). Les rotations du triedre
principal sont données par les formules
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\ [, v étant des constantes quelconques. La forme (As) peut donc
étre réduite a la suivante:

(Es) rfs4=—cosa-jdx'j -f- sioxsdaiS  dx{.

ce qui donne la troisiéeme solution.

Considérons dans I'espace elliptique a courbure -—1 une fa-
mille de quadriques et deux familles de plans dont les équations,
eu coordonnées de Weierstrass, sont les suivantes

y\ + yl — sinh2f(y*-f yj), y,==vy,tgf, yd= vy, tgii
On en déduit les expressions suivantes

cossj/ , . sin'i
y'= coShp’ = y.= tghpBn9, =
pour les coordonnées d’un point quelconque en fonction des para-
meétres variables de ces trois familles. En portant les valeurs ci-
dessus dans la formule (31), on obtient

j» = ghW 1 + «Ca-snj\l:lj'.
La transformation = .2, f = xI, sinhp= tgj,3 ramenant cette for-
mule a la forme (E,), on voit que celle-ci est I’€lément linéaire d’un
espace elliptique, rapporté au systéeme triple formé d’une famille de
surfaces de Clifford et de deux familles de plans.
Dans le cas de la forme (At) les rotations du triedre principal
sont définies par les formules

7s-Ys,-0" 731 72- gL 71 1 dlogilJ
1 SlogU»
72,2 - U»u~ 9x,

et, par suite, les conditions du probleme proposé peuvent s’écrire
comme il suit
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En choissant convenablement les constantes d’intégration, on peut
prendre m = cosxt, ce qui réduit la seconde équation k la suivante

Celle-ci exprime que la courbure de la forme IPn (dx\-f-dx\) est
égale a -(-1. La quatrieme solution est donc caractérisée par
la forme

(Ej) ds'2= U'l,cos2xy(dx\ -f- dx*) -j- dx”.

ou Un désigne une fonction quelconque des variables a:,, xt, satis-
faisant a I’¢quation (34). Dans le systeme orthogonal de I%espace
elliptique, défini par la forme (EJ, les surfaces xs= const, sont des
spheres géodésiquement paralléles, et celles x, = const.,, xt = const,
sont des développables Un systéeme particulier appartenant au type
(Ej est caractérisé, en coordonnées de Weierstrass, par les équa-
tions suivantes

A+ y|+ yl ifl+ yi— «>ty»yyi= 0, y*= vy,tgd.

Il est composé de spheres, de cOnes et de plans. La recherche du
systéme le plus général se 'réduit a la détermination des systémes
isothermes sur la sphere.

Il nous reste a examiner le cas de la forme (A#. En utilisant les
formules (17) du n° 5, on peut écrire les équations W= o, = 1
comme il suit
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En faisant t= ~ , I’%quation derniére peut étre remplacée par la

suivante
ch” ch' i

dont l'intégrale est donnée par la formule V2= Ai2-f"A", A et A’
étant deux constantes quelconques. Si I’'on revient aux variables x,,
XS, on aura

(37) 01*== j-—-

Portons cette expression dans I’¢quation (36); il viendra

N o= 2Ax]I — B, 0/(‘=2A'tf+B
ai a m ]l

ol B est une troisieme constante arbitraire. On en déduit

(38) -g = — A%-f- Bx] -f-C, -, — — A'xi — Bxl -f- C',

02 ng
C et C' étant deux constantes quelconques. Les fonctions d* a2, as
devant satisfaire aux: équations (35), on en obtient la relation

(39) AC= A'C".

Un calcul, un peu long mais trés facile, montre que les fonctions
<> at, a8, définies par les formules (37) et (38), satisfont aussi
a I’équation (®= 1, pourvu qu’on tienne compte de la relation (39).
La forme

fournit donc la cinquiéme solution du probleme proposé, si
I'on choisit les constantes A, A', C, C' de maniere qua la condition
(39) soit satisfaite. On peut évidemment, sans restreindre la géné-
ralité, supposer que l'on ait C— A*', C'= A. La formule précédente
devient alors
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D’apres les résultats obtenus dans le n° précédent, nous voyons que
le systtme orthogonal, convenant a la forme (E5), se compose de deux
familles de quadriques et d’une famille de plans.

Considérons le systeme de trois familles de surfaces, caracté-
risées, en coordonnées de Weierstrass, par les équations suivantes

ou k, m, n sont des constantes quelconques et X2, Xs des para-
metres variables. On déduit de ces équations les formules suivantes

pour les coordonnées d’un point quelconque de I’espace elliptique
a courbure = 1

cette forme est identique, & notations prés, ala forme (E6). On con-
clut de la que le systeme orthogonal, défini plus haut, est le systéme
le plus général convenant a (E5); il comprend aussi, on le voit faci-
lement, les cas limites: A= 0 ou B— 0. Ce systeme est formé de
deux familles de quadriques de révolution et d’une famille de plans.

Les développements de ce n° nous permettent d’énoncer le
théoréme suivant

Théoreme 7, Tous les systémes orthogonaux et isothermes de
I’espace elliptique sont définis par le» formes (EJ), (E"), (E,), (Et), (ES).
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8Une méthode, toute semblable a celle suivie dans le n#pré-
cédent, nous permet de rechercher les systtmes orthogonaux et iso-
thermes de I’espace hyperbolique a courbure — 1. Nous nous bornons
a énoncer les résultats.

Si la courbure de la forme (A,) du n" 2 est égale a — 1,
celle-ci devient, si a> —§£,

définissent un systéeme orthogonal et isotherme correspondant & la
forme (HJ), si les variables , as, xs sont assujetties k rester respe-
ctivement dans les intervalles (a2. as), (a8, a4, (a4, o0
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En dehors de la forme (HJj le type (A,) contient une seconde
solution caractérisée par la formule

Le systeme orthogonal correspondant a cette forme est imaginaire.

En changeant légérement les raisonnement faits dans le n° pré-
cédent, on démontre sans peine que la forme (As) ne peut pas étre
a courbure — 1. Parmi les formes de la classe (A,) existe une seule
qui donne I’¢1ément linéaire d’un espace hyperbolique; on peut I’écrire
de la maniére suivante

(H3) ds2==cosh2 dx\ -j- sin h2xsdx\ -J- <fo8.
Le changement de variables défini par les formules
xx— & xt= <9 tgha, = sinp
transforme la forme (H,) en la suivante
= — i -f- -f-
452 coé?p f1t92Pd<p2 f cos™p

dou l'on voit* que le systéme orthogonal est formé d’une famille
de pseudocylindres coaxiaux et de deux faisceaux de plans passant
par les axes des pseudocylindres. Les surfaces de ce systéme sont
définies, en coordonnées de Weierstrass, par les équations

yl + = -y \\ e yr%AN yF = yxutgh”
Quant a I¢lément (A4) sa courbure est égale a — 1, si l'on y pose
M,E=co8ha;, et si I’on choisit la fonction Ult de maniére que la cour-
bure de la forme fI?8(dtf -)- dxi) soit égale & — 1. La solution cor-
respondante est donc caractérisée par la formule
(H9 ds2= Wxi cosh2x3(dx\ -(- dx|) -j- dxi
et par la condition

3alog Un , 32I°g
5a;2 2

Le systéeme orthogonal appartenant a cette solution est formée d’une
famille de sphéres et de deux familles de surfaces developpables.

* 6. Darboux Principes de géométrie analytique, 1917, p. 363.

Rocznik Pol. Tow. matem. g
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Dans le cas de la forme (A6) on trouve aussi une solution
donnée par la formule suivante

ou A, A', B sont des constantes arbitraires, I'une au moins des con-
stantes A, A! devant étre différente de zéro. Le systéme orthogonal
correspondant a la forme (A8) est composée d’une famille de plans
et de deux familles de quadriques.

Les résultats ci-dessus peuvent étre résumés dans le théoréeme
suivant

Théoreme 8. Tous les systemes orthogonaux et isothermes
de I’espace hyperbolique sont définis par les formes (HJ), (Hs),
(H.). (Hb).

Eu comparant les formules (E®), (HY) et la forme bien connue
de I’6lément linéaire de I’espace euclidien en coordonnées elliptiques,
on est conduit au résultat suivant

Théoreme g. La forme quadratique

ds* = dxi+ (*i~ dx, _j_

ou
r(= AKx*-f- m£? -f nxf  px,-\- g (i= 1 2, 3),

est, pour toutes les valeurs des constantes K, m, w, p, q I’élément
linéaire d’un espace riemannien a courbure constante K.

En supposant que la courbure riemannienne de la forme (A6)
est égale a une constaute K et en répétant, avec des légers chan-
gements, les calculs qui nous avons conduit a la forme (E€), on peut
encore ajouter la proposition suivante

Théoreme io. La forme quadratique

est, pour toutes les valeurs des constantes A, A', K, I'¢lément linéaire
d’un espace riemannien a courbure constante K.



Un théoréeme sur les fonctions dérivables.
Par

T. WazewskKki.

8 1. Je me propose de démontrer le théoréme suivant:
Théoréme 1. Soient

(1) A 1.(<)
n fonctions dérivables dans un ensemble A mesurable au sens de
Lebesgue. Désignons le point @ n dimensios (1) par F(s).

Ceci étant, il existe dans A une partie Aj de mesure nulle,
telle que l’'ordre de la matrice

est inférieur a 2 lorsque

1°) sO et tO appartiennent a A — Alt

) F(s0)= F(t')").

Jindiquerai les applications de ce théoréme dans un article
ultérieur.

Le théoréme ci-dessus résulte immédiatement du théoréme
plus général suivant:

Théoreme Il. Soient

@ fi(*),.e 1.0
(2) 9..{t)

2n fonctions dérivables respectivement dans les ensembles mesura-

I) C’est une vaste généralisation d’un théoréme que j’ai démontré par une
méthode tout a fait différente dans mon mémoire polonais concernant les con-
tinus rectifiables. (Dodatek do Rocznika Polsk. Tow. Mat. T* Ill. p. 38). Le
présent théoreme fait partie de ceux que j’ai présentés au cours du 1l-er Con-
gres Polon. de Math. (Lwow, Septembre 1927).

6*
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blés A et B. Désignons par F(s) et G(t) les points a n dimen-
sions (1) et (2).

Ceci étant, il existe dans A et B deux sousensembles de
mesure nulle Ax et 5,, tels que l'ordre de la matrice

est inférieur a 2 lorsque

1°) sO et t0 appartiennent respectivement a A —Ax et B —Bu

2°) F(s0)= G,,).

§ 2. Je vais prouver maintenant qu’on peut ramener ce théo-
reme a un théoreme plus particulier que nous citerons comme
»théoréeme Il bis“ C’st le théoreme Il auquel on a ajouté les
deux prémisses nouvelles suivantes:

(H)) A et B sont bornés,
(H)) /;(5)4=10, ¢g[(t)4=0 lorsque seA, teB)).
En effet, si Hx n’avait pas lieu, il n’y aurait qua introduire

les variables indépendantes a et t : <r=arctgs, r = arctgf. Dans
la suite nous supposons que Hx a lieu.

Pour démontrer la possibilit¢ de se borner au cas de la ré-
striction Ht, remarquons d’abord qu’il suffit de prouver le théo-
reme Il dans le cas ou

Q) 1 fv{sy > 0, Zg'v(t)2> 0 lorsque seA, teB.

Désignons en effet par C et D les ensembles ou respectivement
X I»*, Zg'v{ty sont nuls. Les fonctions f'v(s) et g'Jf) étant mesu-
rables 2, les ensembles C et D le sont aussi. Si soit s, e C, soit
t0e D, la matrice (M) est dordre <; 2. Il suffit donc de démontrer
le théoréme relatif aux ensembles mesurables A — C, B — D pour
lesquels 1 fv(s)! > 041g'Jtf > 0.

Nous supposons dorénavant que (1) a lieu.

Soit ||a”~v | un déterminant non nul d’ordre n. Posons

n

WV(s) = %anv /m», gv(t). (fi/1,... n).

vl

Si nous démontrons le théoréme Il relativement aux fonctions

') 8e A veut dire que s appartient a A.

% Cf. S. Banach. Sur les dérivées des fonctions mesurables, Funda-
menta Mathematicae T. IIl. p. 128.
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(fp(s) et ipfjyt) et aux ensembles A et B, il en résultera facilement
le théoreme relatif aux fv{s) et gv(t) et aux mémes ensembles. Or,
nous plions prouver qu’il existe un déterminant en question, tel que
I'on ait presque partout respectivement sur A et sur B ¢>i(s) 4= 0,
ip[(t) 4= 0. Les ensembles exceptionnels de mesure nulle étant saris
importance pour le théoréme Il, la possibilité de se borner au cas
de la restriction (H2) sera ainsi démontrée.

Nous déduirons Iexistence du déterminant en question du
lemme suivant:

Lemme. S étant un ensemble mesurable et borné; *,(<j),..., A,,(o}
étant définies dans S, mesurables et telles que partout dans S

(2 I[K(a)l2> O,

il existe une suite de nombres a, qui ne sont pas tous nuls
et tels qu’on a presque partout dans S

3) la Xv(a)4=0.

Démonstration. Le cas de w= 1 est banal. Dans le cas
de n= 2, il suffit de démontrer l|%existence d’un nombre k, tel
gu’on ait presque partout dans S
4) At(&) 4- kZt(o) =0,

k étant un nombre réel quelconque, désignons par Ek la classe des
points de S podr lesquels

-|- kz~0) = 0.

E, est mesurable On a EkIL.E~= 0 lorsque kx==kt "). En effet,
dans le cas contraire, il existerait dans S un ax pour lequel on aurait

(<) + i =0
*i(ffiy+ *i <*K)= o
ce qui est impossible en vertu de (2) et de I'hypothése 4=K
La classe des k pour lesquels Ek a une mesure positive est
tout au plus dénombrable, car A ne peut renfermer qu’une classe
tout au plus dénombrable d’ensembles disjoints et ayant une me-
sure positive.
Il existe donc un k, tel que Et est de mesure nulle
Pour ce k linégalité (4) subsiste presque partout dans S.

) Nous désignons par A.B la classe des points communs a A et Bi
par 0 la classe vide.
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Or, il existe un déterminant non nul d’ordre n | afiv| pour
lequel

«i,v= «Vv (v/1,... n)
En posant

n »

PME R =, &0

on voit facilement que presque partout dans A et B on a respec-
tivement
Qi) 4= °;  w»KO 4= °-

La possibilitt de se borner au cas de I’hypothése (H2) est
ainsi démontrée.

C’est bien le théoréme Il bis qu’il suffit de prouver.

§ 3. Afin de mettre en évidence la raison qui nous a conduit
aux considérations de ce paragraphe, observons que la fonction
inverse d’une fonction g>x) continue et monotone (au sens strict) n’est
pas forcément continue. Elle I’est, si I'ensemble A composé des points
ol elle est définie est bilatéralement dense en lui-méme, c. a. d., si
tout point * de A est a la fois point d’accumulation de la partie
de A située a droite de x et de celle qui se trouve a sa gauche.

Observons ensuite qu’un ensemble dense en lui-méme peut
cesser de Pétre, si l'on en enléeve un sousensemble dénombrable.

Or, il se' manifestera, dans la suite, la nécessité d’envisager
des fonctions qui sont monotones et continues en méme temps que
leurs fonctions inverses. Il va aussi surgir le besoin de ne les con-
sidérer que dans les ensembles des x qui ne cessent d’étre denses
en eux-mémes, méme si I'on y supprime une partie dénombrable.

Voici quelques définitions et propositions qui vont nous servir
dans la suite.

I. Définition. Nous appelons un point x de A point de con-
densation bilatérale par rapport a A, si, a étant un nombre positif
quelconque, chacun des intervalles (x — 8, x), (x, x -f- d) renferme
une partie non dénombrable de A.

I1. Définition. Nous appelons un ensemble A ensemble a con-
densation bilatérale, lorsque tout point de A est point de conden-
sation bilatérale par rapport a A.

I11. Un ensemble A étant a condensation bilatérale, il continue
de I’étre lorsqu’on y supprime une partie dénombrable X quelconque.

) Il nous sera commode d’appeler, pour le moment, dénombrable toute
classe vide, finie ou dénombrable au sens propre.
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IV. Tout ensemble & condensation bilatérale est bilatéralement
dense en lui-méme.

V. A étant un ensemble quelconque, on peuty supprimer une
partie dénombrable de facon que I’ensemble qui reste soit a con-
densation bilatérale.

Désignons, en effet, par At I’ensemble de tous les points de A
qui sont ses points de condensation. Bx= A — At est dénombrable.

Désignons par ... la suite de tous les intervalles con-
tigus & Aj X. On démontre facilement que la classe B2 des points
de Ax, qui sont des points de condensation unilatérale par rapport a Alt
est contenue dans la classe des extrémités des intervalles Av et
qu’elle est, par conséquent, dénombrable.

L’ensemble A — (B1-|- Bt) est a condensation bilatérale.

VI. Définition. Nous dirons qu’une fonction ¢>(x) jouit de
la propriété (a) par rapport a un ensemble A et nous écrirons
<plaA, si

1°) (p admet une fonction inverse, ¢. & d. <p(xX) (= <p(%) lors-
que xx4= xt et xx et xt appartiennent a A,

2°) les ensembles A et <p(A) ® sont a condensation bilatérale.

VII. Si g/aA et que D est une partie dénombrable de A, alors
<pla(A — D) (Cf. ni et VI).

VIII. Si <A, alors y-1/ag(A) 9).

IX. Si ¢» admet une fonction inverse et est définie dans A,
il existe une partie dénombrable D de A, telle que

(1) P« (4 — D).

Il existe en effet dans A une partie dénombrable, telle que
A — Dj est a condensation bilatérale (Cf. V). Dans g>(A— DX) il
existe aussi une partie dénombrable Zz)2, telle que (p(A — DX — Dt
est a condensation bilatérale. 1l suffit de poser D = Dx <p(Dt)
pour réaliser la relation (1). (Cf. IlI).

X. Si (p{x) est une fonction monotone au sens strict et con-
tinue dans A, si <plaA et si pour les points a0 et av (v/1,2,...)
appartenant a A on a lim g>{ov) = (p(a0), alors lim av=ot.

M C désigne I’énsemble C augmenté de la totalité des points d’accumu-
lations de C.

*) <P(A) désigne I'image d« A par l’intermédiaire de <P(x).

s) <p~l(u) désigne la fonction inverse de la fonction <@
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Pour le démontrer il ny a qua remarquer que A est bilaté-
ralement dense en lui-méme, lorsque les prémisses du théoreme
sont vérifiées.

8 4. Nous allons démontrer le théoréeme Il bis (8 2) dans le
cas ou /t(s) et gx(t) sont monotones au sens strict respectivement
dans A et B.

Désignons par P la classe de tous les points (s, t) qui satis-
font a I’équation
(1) Fis) = Gf{t).

P est un ensemble situé sur un plan rapporté aux axes rec-
tangulaires s et t. Nous affirmons que toute droite paralléle a I'axe s
(ou a l'axe t) renferme tout au plus un point de P.

Soient, en effet, (s0, tx), (sO,t,) deux points de P situés sur la
droite s= s0. On a G@X)= F(s,) = G{t,) et, par conséquent,

— yi(™)- 9i{t) étant monotone on en déduit i, = t,. Les deux
points en question sont donc identiques.
Ceci étant établi, il existe une fonction ji(s) admettant une
fonction inverse et ayant P pour image plane.
L *équation
t= fi(s)

est évidemment équivalente a I’équation (1).
Soient S et f les projections de ? respectivement sur les
axes s et t. On a évidemment:
(@) Si F(s) = G(t), alors seS, teT, t= Pis) et inversement.
Il est manifeste que

2) TQB.")

Il existe (Cf. § 3. IX) une partie dénombrable de S, telle que
3) /nia S —Sv

Posons Tx= piS~. Il existe un sousensemble dénombrable

Tt de T— T, pour lequel

4) ffila T — Tx — Tj.
Soit S%= ~ (T t).
On a daprés (3) et § 3. VII

(5) fdaS-S x-S t.

) S Q i veut dire que S est une partie de A.
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€t par conséquent la matrice (M) du § 1 est d’ordre inférieur & deux.

Il suffit de remarquer que les ensembles Al et J5 sont de
mesure nulle (ils sont dénombrables) pour conclure a la vérité du
théoreme 11 bis dans le cas envisagé.

8 5. Pour démontrer le théoréme Il bis dans toute sa géné-
ralit¢ nous nous servirons d’un théoreme de M. Kintchine que
nous citons dans I%noncé suivant '):

C étant un ensemble mesurable, gp(s) une fonction possédant
presque partout dans C une dérivée non nulle, il existe une suite
de sousensembles C1de C mesurables et disjoints, telle que

1*) <p(s) considérée sur C* soit monotone,

2°) I’ensemble C* — C — 1 G' soit de mesure nulle.

Admettons que les prémisses du théoreme Il bis sont véri-
fiées. Il existe, en vertu du théoréme précité, deux suites d’en-
sembles mesurables A* et B*, telles que

a) /,(s) est monotone dans Ax et g”~t) dans BXx,

fiy Ax<C A B*CB,

y) les ensembles A* — A —1 Az, B*— B - | Bx sont de
mesure nulle.
D’aprés le résultat du paragraphe précédent, il existe deux

ensembles de mesure nulle A* et Bf\ contenus respectivement dans
A* et Bp et tels que l'ordre de la matrice M (§ 1) est inférieur
a deux, lorsque

) J’ai démontré, indépendemment de M. Kintchine, un théoreme,
moins général par une méthode différente (L c. p. 20). J’ai appris, grace aux
renseignements obligeants obtenus auprés des mathématitiens russes participant
au Congrés de Lwdw, que ma méthode de généralisation coincidait, en principe,
avec la méthode de M. Kintchine e-xposée dans. un volume du Matématitcheski
Sbornik dont ils n'ont pas su me communiquer le numéro.
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1 Introduction. En étudiant les récents travaux sur la
théorie des erreurs d’observation, les doutes que m’avait laissée
I’exposition classique de cette théorie, se sont réveillés. J’avais eu
I’occasion de préciser quelques objections lors d’une conférence que
j’avais eu I’honneur de faire au Colloque Mathématique de Berne,
en 1922. De nouvelles objections me sont venues a lesprit que je
compte exposer dans un autre Recueil. L’une d’elles utilise cer-
tain résultats mathématiques que j’ai cru préférable d’exposer sépa-
rément. Ce sont ceux qui forment I’objet du présent travail.

Celui-ci peut avoir son intérét propre. On trouvera peut-étre
curieux qu’on puisse, comme nous l’avons fait ici, calquer entiére-
ment une théorie de la loi de probabilité de I’écart maximum sur
la théorie de la loi de probabilité de la somme de plusieurs erreurs,
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telle que cette derniére a été développée par M. Paul Lévy dana
son ouvrage si suggestifintitulé Calcul des Probabilités (Gau-
thier-Villars, Paris, 1925, pages 135—251). Il est encore plus curieux
de voir que dans la théorie que nous présentons, le role de l'inté-

grale de Laplace — _J e~xXdx soit tenu par la fonction entierement
0

différente 2~x-a (°U « est une constante positive arbitraire; on pour-
rait aussi remplacer 2 par un nombre positif quelconque).

Mais le lecteur voudra bien ne pas oublier que le but de ce
mémoire n’est pas tant d’établir les résultats précis qu’il contient
que de constituer le point de départ d’une nouvelle critique de la
théorie des erreurs d’observation. Comme je I’ai dit plus haut, cette
critique paraitra ailleurs ¥, Ceux qui n’en reconnaitraient pas le
bien fondé pourront peut-étre cependant s’intéresser aux dévelop-
pements qui suivent.

I. Variables aléatoires en nombre fini.

2. Composition des lois de probabilités des erre-
urs partielles. Le premier probléme que nous nous proposons
de résoudre est de déterminer la loi de probabilité de s connaissant
les lois de probabilités des variables indépendantes e,, lorsque
|c| est la plus grande des quantités | |[,..., |e.|.

Pour simplifier la question et éviter une difficulté de signe
d’ordre secondaire, nous nous bornerons a faire intervenir les lois
de probabilité des ,écarts“ |e|, |c, |,..., |[e»| et non des erreurs elles-
mémes e, e, &,

Considérons d’abord les cas de deux variables seulement et
posons z = |e|, x — |£t|, y — |e,|. Désignons par *(-X-), G(Y), H(Z),
les ~fonctions de probabilités totales” de x,y, z, c’est a dire les
probabilités respectives pour que x < X, y < Y, z< Z Le théo-
reme des probabilités composées fournit immédiatement la formule
fondamentale

H(Z) = F(Z).G{z)

analogue a celle qui lie les fonctions caractéristiques au sens de
Cauchy ¥ dans I’hypothése de l'additivité des erreurs.

") Bull, des Sc. Mathém., vol. 52, 19 8.
* Voir Paul Lévy, loc. cit. pages 161, 18+, formule (49).
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Plus généralement, considérons le cas de w variables indépen-
dantes et soit F,(X,) la probabilité que |c4l<[ 3€ H(Z), la proba-
bilité que \e\<Z et |c| le plus grand des écarts |e,|,..., |*.|

On aura en appliquant encore le théoreme des probabilités-
composées

©) H(Z) = FI(XD... F.(X.).

3. Recherches dune forme de loi stable dans la
composi tion. Supposons que deux variables xu xt suivent a I'ordre
de grandeur, prés la méme loi F de probabilités. Cela voudra dire que
les ~fonctions de probabilités totales” de xI et de x2 sont de la
forme

ou At et At sont deux constantes positives proportionnelles aux
ordres de grandeur respectifs des variables x, et xt.

Cherchons s’il est possible de déterminer la fonction F de
facon que la forme F de la loi de probabilité soit ,stable“ dans
la ,,composition” des écarts, c’est a dire d’une fagon précise qu’en
posant

©) H(Z) = f (1),

il existe une constante positive A ne dépendant que des constantes
arbitraires -An..., A. et telle que

4) H(Z)= £ (1).

Si cette condition est satisfaite par une fonction F pour n= 2,
elle sera évidemment satisfaite par la méme fonction pour tout
entier n. Ecrivons donc

©) Fe)= p(D"F(1)' (6> °-«*>*>m

Il s’agit donc de résoudre ce systéme d’équations fonction-
nelles, ou les inconnues sont les fonction F et A F(Z) étant la
probabilité pour qu’une certaine variable z soit comprise entre 0 et Zy
varie sans décroitre de 0 a 1 quand z croit de 0 a -foo. Nous
nous contenterons de chercher les solutions F qui sont continues
et par conséquent croissantes. Al6rs, comme on a d’apres (5)
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) On sait qu’il en serait encore de méme si cette fonction était simple-
ment supposée mesurable au sens de M. Lebesgue. Voir, par exemple, M. Fréchet.
Pri la funkcia ekvacio f(x-{-y)—f{x)-\-f(y), Enseignement mathématique
16* année, 1913, p. 390—393.

’J Nous supposons que pour Z fini et positif — ou au moins pour
Z—\, —ona0O<F(zZ)<1.
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en posant
(13) E= 4T+ ...+ A?

expression gni est bien indépendante de Z.

Ceci nous montre bien que la solution trouvée convient et nous
donne en méme temps I’expression de la fonction X de la formule (6) ).

Nous pouvons appeler valeur réduite de la variable le quotient
de la valeur de cette variable par son écart médian. Et F(Z) —
— 2~z_" sera ,la forme réduite" de la fonction de probabilité totale
FYXI)= 2~Aax~a.

Si les erreurs partielles suivent a (ordre de grandeur pres
la méme loi de probabilit¢ et si la forme réduite de la loi des
écarts partiels est F(Z)= 2-z~a (ou a est une constante positive
arbitraire mais déterminée), alors I’écart final suit aussi a l'ordre de
grandeur pres la méme loi de probabilité et la puissance et de son
écart médian est égal a la somme des puissances a des écarts médians
des écarts partiels.

Ainsi, en un sens provisoirement étroit, nous avons démontré
que la fonction F{Z) = 2~*~a est la forme réduite d’une loi de pro-
babilité totale d’un écart, qui est stable par rapport au mode de
composition des erreurs partielles dans lequel I’écart résultant est le
plus grand des écarts composants.

4, Définition de la classe Ca de lois de probabi-
lité. Nons allons maintenant accroitre la généralité du résultant
précédent en donnant au mot stable un sens plus étendu.

Nous avons vu qu’on a pour la loi qu’on vient d’obtenir
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et par suite
limXf{l— = quantité finie positive.

*Xi->--foo

Autrement dit, lorsque X x est trés grand 1 — Fx(X,) est un&

quantité infiniment petite de l'ordre de

Les lois que nous venons de déterminer ne sont pas les seule»
qui satisfassent a cette derniére condition. Pour toute loi de proba-
bilité totale G (X\ 1— G(X) est infiniment petit avec Pour

A
certaines d’entre elles, 1— G(X) est un infiniment petit comparable

a une puissance (nécessairement positive) de Quand cela a lieu

pour l'une de ces lois, cette puissance est déterminée. Appelons Ca
la classe des lois de probabilité totale G(X) telles que 1— G (X}
soit un infiniment petit de l’'ordre a, c'est a dire telles que

(15) lim X‘[1 — G(-ST)] = quantité finie positive

ou ce qui revient au méme

1 li — log G(X)]lla= tité fini itive.
(16) im 0og G(X)]lla= quantité finie positive

5. Stabilité de la classe Ca. La classe Ca est ,fermée”
par rapport a la composition des probabilités considérée précédem-
ment. Autrement dit, si I’'on pose

H(Z) — FI(Z)Ft(Z).. -Fn(Z)
et par suite

a7 - logH(Z)= -Z * logFXZ) - ... - log F.(2Z).
il est clair que si chacun des produits du second membre a une
limite finie positive quand z tend vers -f- 0o, il en sera méme du
premier membre

Ainsi, sans dire que chacune des lois de Ca est stable, on peut
dire que la classe Ca de lois de ‘probabilités des erreurs est stable
(dans la composition des écarts partiels en un écart final égal au plus
grand des écarts partiels).

Cette classe Ca comprend comme cas particulier I'ensemble

plus étroit ca des lois de probabilité F(X) (considérées plus haut)
qui se peuvent définir par la relation plus restrictive

(18) X [—log F(X)fla= constante.
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6 Ecart typique. Pour spécifier la forme des loisde
remarquons qu’on peut pour chacune d’elle, (~(X,), définir un nom-
bre Ax par la méme forme de relation qui permet de calculer au
moyen de (14) I’écart probable d’une variable soumise a une loi
»du type ca“. Le nombre A, défini par la relation
(19) lim X; {1 - GJIXt)}'!1* = A, (log 2)«*

Xj >+o00

n’est plus un écart probable. Mais il joue encore le rble essentiel
de mesurer l'ordre de grandeur de la variable Xv Si en effet une
variable X est soumise a la méme loi de probabilité que a l'ordre
de grandeur pres, c’est a dire a une loi de probabilité totale de la

forme G(X) — GxaX) ou a est le rapport des ordres de grandeurs
de Xj et de X, on aura

limX {I — lim 0J{1 — GxaX)}" =

X —» -foo O aX-*-{-00

=LJn5i{i*'G»/al-

Donc G(X) est dabord de la méme classe Ca que Cr,(Jf,) et
la quantité définie par le premier membre est bien proportionnelle
a l'ordre de grandeur de la variable X. Nous pouvons donc appeler
la quantité A définie par la relation

(20) Alog2)« = limX{l — G(X)YIn,

I’écart typique de la variable X lorsque sa loi de probabilité G(X)
appartient a la classe Ca.

Notons en passant que pour une telle variable X, les ,,moments*
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7. Composition des écarts typiques. Revenons k la
composition des écarts; d’apres les formules (17) et (20), on retrou-
vera la formule

1) A*= Ai+ ...+ 4T

Cette formule ne concerne plus les écarts médians mais les
écarts typiques au sens précisé plus haut. Elle exprime que la somme
des puissances a des écarts typiques de n variables indépendantes obéi-
ssant a n lois de la classe Ca est égale a la puissance a de Vécart
typique de la variable résultante qui, nous lavons vu, obéit aussi
nécessairement a une loi de la classe Ca.

Variable et forme réduites. L’introduction de I’écart

typique permet d’appeler variable réduite, X1 le quotient de la va-
riable XI| par son écart typique At et forme réduite de la fonction
de probabilité totale @i{Xi), I'expression *,(Xj) = GI(Xx4j). On
voit alors qu’on a
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Nous alloua déduire de cette relation plusieurs formules qui
nous seront utiles plus loin.

9. Familles normales. Nous remarquons dabord que les

fonction (0,,(Z) ne sont nécessairement finies que pour Z
. A A

assez grand, par exemple pour Z~>P. Mais comme Z,... mZ
A A,

sont plus grands que Z, on voit que £i(Z) sera aussi fini pour
Z>p.

On peut toujours former une fonction d(Z) qui majore
&U(Z),... confZ), tende vers zéro avec 2 et soit finie pour Z > P

Par exemple, on peut prendre pour chaque valeur de Z, A(Z) égal
a la plus grande des valeurs absolues de t(Z),... con(Z). On peut
méme supposer que X(Z) soit non croissant : il suffit de remplacer
MZ) par la borne supérieure de A(Z') pour Z'>2Z.

Nous dirons que des fonctions

appartenant a une méme classe G, appartiennent & une méme fa
mille normale s’il existe une méme fonction fi(Z) finie ou infinie,
mais non croissante et -tendant vers zéro avec A telle que pour les
fonction G considérées, les fonction co(Z) correspondantes soient
majorées par fi(Z).

Nous avons vu qu’un nombre fini de fonction GXZ\... G,(2)
de la classe Ca appartient toujours & une famille normale. Mais ce
qui est intéressant c’est que la loi résultante H(Z) appartient a la
méme famille normale.

En effet, on a par exemple.
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On peut méme obtenir un résultat plus précis. Soit M le plus
grand des nombres Au At,... An. On aura”

et daprés (25) et (21)

(28) \Q{z)\~(~z).

A
Et puisque — on a ainsi une limitation plus étroite

(on au moins aussi étroite) que celle donnée, par la formule (27).
Alors que les fonction (ox(Z)— <».(Z) sont, dans leur ensemble,
majorées par la fonction résultante Q(z) est majorée par une

fonction [i, (Z) = n ZN qui est ~Mi(Z).

Il. Variables aléatoires en nombre infini.

10. Existence d'une loi résultante. Nous allons main-
tenant utiliser les relations (21), (24) et (25) pour chercher ce que
devient la loi de probabilité H(z) de I’écart final, quand le nombre
des écarts partiels devient infini. Nous avons vu que si les écarts
partiels en nombre fini obéissent a des lois de probabilités de la
classe Ca, il en est de méme de I%cart final.

On ne peut se contenter de dire que par un simple passage
a la limite, ce résultat s’é¢tend au cas ou les écarts partiels, toujours
régis par des lois de la classe Ca sont en nombre infini.

Il n'est méme pas évident qu’il existe dans ce cas une loi de
probabilité de I%cart final.

Appelons Z,, le plus grand des nombres .o X,,mT la
borne supérieure des nombrés Xu... X, X,*+,... Soit Hn(Z) la
probabilité pour que z,” Z. On a vu que

<29) H.{Z) = G,(Z)... G,(2)
et comme o~ Gt(z)~ 1, on a:
1> Ht(Z2)> HYZ)...> H.(Z)> ...> 0.

Donc Hn(Z) tend vers une fonction comprise entre 0 et 1. Et comme
chacune des fonctions H,,(Z) est non décroissante, il en sera de
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méme de sa limite. On sait méme que dans ces conditions la con-
vergence est uniforme.

Nous allons admettre que le théoréme des probabilités com-
posées s’étend a une suite infinie (dénombrable) d’événements. (C’est
une hypothése généralement admise comme évidente mais qui mé-
riterait d’6tre étudiée). Dans ces conditions, la limite de H,(Z) est
la probabilité pour que I’'on ait a la fois

XNz, jr,

et par suite; c’est la probabilité H(Z) pour que I%cart final T~ Z.
Ainsi
(30) H(Z) = QXZ).Gt(Z)........

Il reste a savoir si cette loi de probabilité appartient comme
les G, (Z) & la classe Ca. Dans l'inégalité évidente

(31) — zalogGXZz)- ... — ZalogG,{Z2)< — log H{Z)

le premier membre tend, pour n fixe, vers (J? ..-j- A*) log 2
quand Z croit indéfiniment. Donc, lorsque des écarts partiels régis
par des lois de probabilités de la classe Ca sont en nombre infini, la
loi de probabilité de leur écart résultant ne peut appartenir a la classe
Ca que si la somme des puissances a des écarts typiques de ces écarts
partiels, est convergente.

11. Famille normales de lois de la classe Ca. Sans
rechercher si la condition nécessaire que nous venons de trouver
est suffisante dans le cas le plus général nous nous contenterons
de montrer qu’il en est ainsi lorsque les fonction G,,(Z) — appar-
tenant a la classe Ca — appartiennent aussi a une méme famille
normale. En effet, des notations convenables permettent d’écrire

(33) B-= A-+ ...+ A-.
Si nous appelons M, le plus grand des nombres Alt A,,... An
et M la borne supérieure des nombres Au A2)... An,..., on aura

d’aprés (28) avec le changement de notations approprié:

(34) 10.(Z)<M]-")
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fi étant une fonction non croissante et tencjant vers zéro avec -Zii

qui majore toutes les fonctions de la famille normale considérée.
Nous supposons convergente la série ZA?. Appelons sa somme
4% on aura B. <4, Mn® M
Pour n assez grand, Mnreste égal a M. puisque les A. tendent

vers zéro avec — Donc pour n assez grand

(35) 10- (1) t<'e()e

Ainsi pour n assez grand (n”~>p, p indépendant de Z)

Le second membre est fini pour Z assez grand. H,(Z) tend
vers H(Z) quand n croit indéfiniment; H(Z) n’est donc pas nul quand
Z est assez grand. Par suite, on peut poser

On déduit d’abord de (38) que Q(Z) tend vers zéro avec 1/Z
et alors (37) montre que M{Z) est de classe C*, avec un écart
typique égal a A. De (39), on déduit, puisque A > M



106

Par conséquent, H(Z) appartient a toute famille normale qui
comprend les G,(Z). Et méme, nous avons obtenu linégalité (39),
inégalité plus resserrée (ou pour certaines valeurs exceptionnelles
de Z au moins aussi resserrée que (20)).

Finalement: si des variables aléatoires indépendantes X It X 2,...
en nombre infini sont régies par des lois de probabilité totale

G~"Xt),... G,(X,)... appartenant a la classe Ca et a une méme fa-
mille normale et si la série Af . des puissances a des écarts
typiques de X,, Xt,... est convergente, la borne supérieure Z des nom-

bres X,, X2,... est régie par une loi de probabilité totale H(Z) appar-
tenant a la classe Ca et appartenant a la méme famille normale que
les C, et I'écart typique A de Z est donné par la formule

(42) A“= A?+ Af+...

En outre, H(Z) appartient méme a une famille normale plus
étroite que celle des G,, — et précisée par [I’inégalité (41) ou M est
le plus grand des écarts typiques AX A ,.... Les formules de défini-

tion (23) et (37) des «, et de Q montrent que G, et H appartien-
draient au type ca si wn et £2 étuient nuls. On peut donc dire que
la loi de probabilit¢ H(Z) de Z est plus voisine d’une loi de type ca
que I'ensemble des lois de probabilités de X,, X2,... X,,,...

12. Cas des lois du type ca. Prenons le cas particulier
ou /i(Z) ==0, c’est a dire ou les variables aléatoires sont soumises
a des lois du type ca

(43) Jf.(Z2) = 2~<z~a.

Alors fi étant nul, Q sera nul et H(Z) sera du type ca. On
retrouve directement ce résultat en remarquant que

H(Z) = 2-(2<Y~a d’ou
<44) H(Z)= 2-~%° avec
(45) 4%+ 42+, +A I+ ...

Par contre, on voit que si la série Z .4“ est divergente, on a
(46) H{Z) = lim H,,(Z) = lim 2~K+-s+7)z'° = 0.
n—00 n—»o00
Dans ce cas H(Z) est nul pour toute valeur finie de Z, c’est
a dire que la probabilité pour que Z soit fini est nulle. Il n’en ré-
sulte dailleurs pas que cet événement soit impossible. Au con-
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traire, cet événement est certainement possible puisque, les variables
aléatoires étant indépendantes, peuvent prendre des valeurs quel-
conques par exemple toutes inférieures a 4, dou / ~ 4. Mais cela
est infiniment peu probable.

Nous avions prévu plus haut que dans le cas actuel de di-
vergence de XA*, H(Z) ne pourrait appartenir a la classe Ca.

Nous voyons maintenant quelle est cette fonction H(Z) et
comment elle se distingue des fonctions de la classe C,. Cependant
on peut remarquer que

47) H{z)=\im H.(Z2)

et que la forme réduite de Hn(Z) étant dans le cas actuel
(48) 77,(2) = 2 *~a,

on a

4 2~z~a— lim Tf,(Z

(49) z~a im Tf,,(2)

Il ne nous semble pourtant pas que l’existence de cette limite
de la forme réduite de H,(Z) permette de classer H(Z) dans une
catégorie déterminée. Physiquement Z est bien déterminé et aussi
la probabilité H(Z) = 0. Nous constatons que la probabilité de H(Z)
est nulle et I’égalité (49) n’ajoute aucun éclaircissement a ce résultat
parfaitement clair.

Tout au plus pourrait — on peut-étre l'utiliser pour rechercher
quelle est la probabilité pour que la plus grande des variables
aléatoires soit < Z, dans la catégorie des épreuves ou Z est fini.
Mais ces épreuves étant extrémement rares, le résultat obtenu serait
de peu d’intérét.

On pourrait peut étre aussi dire: ce cas est intéressant pour
donner un moyen simple approché de calculer la probabilité dans
le cas ou le nombre des variables sans étre infini est trés grand.
C’est ce qui se passe dans le jeu de pile on face quand on rem-
place la distribution binomiale peu propre au calcul par une ex
pression approchée au moyen de l’intégrale de Laplace. Mais ici,
les formules pour n fini étant aussi simples que pour n infini cet
avantage disparait.

La discussion précédente, nous a en tout cas donné une idée
des difficultés qui se présentent lorsque la série Z A* étant diver-
gente, on passe au cas plus général ou les lois Gn(Z) appartiennent
a une famille normale de la classe Ca. C’est ce.cas que nous allons
étudier. Toutefois nous ferons aupardvant une remarque incidente.
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13. Autre définition des familles normales.
intéressant d’observer qu’on peut mettre sous une autre forme la
définition des familles normales. Par hypothese, si G.(X) appar-
tient a la classe C,, il existe un nombre il. > 0, tel qu’en posant

on voit, si les 6f. appartiennent a une famille normale, que quel-
que soit £> 0, il existe un nombre t] tel que

(Il suffit en effet que log2 < e).. Cest ce qui on peut expri-
mer en disant qu’il y a pour la formule (50) convergence égale quel-
que soit n.

soit w, vers lunité quand X croit indéfiniment, la famille des G.
est normale. Il suffit d’appeler X(X), la borne supérieure des coH{X)
quand n varie et (i(X) la borne supérieure de X(X') pour X " X.
Alors I’égale convergence montre que J-(X) et par conséquent f*(X)
sont finis pour X assez grand et méme tendent vers zéro avec 1/X.

Finalement des fonctions G,(X) appartenant a une méme
classe Ca et ayant par conséquent chacune une forme réduite

G,(X) — Gn(X A\ elles appartiennent, par définition, a une famille
normale si la convergence de la formule (50) assurée pour chaque
valeur de n est ,,égaleu quel que soit w. Il y a la une définition analogue
a la définition de certaines familles normales par la considération
de I’écart quadratique moyen dans le cas ou Z est la somme des
variables aléatoires

14. Cas ou la série de puissances a des écarts ty-
piques des variables est divergente. Nous savons déja
que dans ce cas la loi de probabilité de la plus grande des varia-
bles n’appartient pas a la classe Ca.

Toutefois il est intéressant de se rendre compte de ce qui se
passe. Nous allons démontrer la proposition suivante:

Il est
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si des variables aléatoires indépendantes sont régies par des lois
appartenant a une famille normale de la classe Ca et si la somme des
puissances a des écarts typiques des ces variables est divergente, il
y a une probabilité non nulle pour que la borne supérieure, Z, de ces
variables soit infinie.

Nous avons méme démontré sous ces hypothéses que dans un
grand nombre de cas il y a une probabilité nulle pour que Z soit
fini. Il noH6 semble que les hypotheéses précédentes doivént méme
suffire pour démontrer ce dernier résultat. Peut-&tre quelque lecteur
sera il-tenté de justifier cette présomption — et aussi de le faire
dans le cas correspondant ol Z est la somme des variables. — Si
I'on y réussit ce sera sans doute par une voie directe qui rem-
placera par une seule démonstration probablement simple, les dé-
monstrations qui suivent (n° 14)

l. Nous considérerons d’abord un cas ou moyennant une
thése générale sur les formes réduites des fonctions de probabilité —
cest a dire sur les fonctions anfZ) — le résultat obtenu peut étre
établi indépendamment de la fagon dont série ZA*“ diverge, alors
que ce mode de divergence devra intervenir dans ces autres cas
(ou au moins dans les démonstrations relatives a ces cas et don-
nées plus loin). Les fonctions de probabilités (o0.(Z) de la formule (23)
sont dans tous les cas bornées inférieurement et leur borne infé-

rieure est © — 1, puisque les probabilités G, sont 1.
Supposons que, pour toute valeur de Z, la borne inférieure
des on(Z) quand Z et n varient soit > — 1, c’esta dire qu’il existe

un nombre k, (k> 0) tel que

(52) 1+ co.(Z2)>k
quels que soient n et Z.

Ce cas comprend celui ou les fonctions Gn(Z) seraient toutes
de type ca. Il comprend aussi le cas plus général ou ces fonctions
seraient de classe Ca et appartiendraient a une famille normale
définie par une fonction n(Z) dont la borne supérieure est infé-
rieure a l'unité. 1l suppose en particulier qu’aucun des Gn(Z) n’est
égal a l'unité pour une valeur finie de Z

Sous I'hypothese (52), on a

- log H,,(Z2) > kA- +...+ kA?Z~«= kB*Z~a.
D ’ou:
-1 0gH (Z)> kBiZ~».

hypo-
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Ceci ayant lieu quels que soientn et Z, on voit qu’on a H(Z) — 0
pour toute valeur finie de Z

Ainsi la série Z.A* étant divergente si I'hypothése (52) sur
les formes réduites Gnz) est vérifiée, la probabilit¢ que la plus
grande des variables aléatoires, (supposées régies par des lois de
probabilit¢ de la classe Ca\ soit finie est nulle. Autrement dit ce
cas est dénué d’intérét pratique.

Il en serait de méme si (52) au lieu d’avoir lieu pour toutn
avait lieu a partir dun cartain rang.

Il. Laissons maintenant de coté I'hnypothése (48). Supposons
que 1 A" diverge et que les lois de probabilité appartiennent a une
méme famille normale dans la classe Ca. Nous allons d’abord éta-
blir une inégalité utile.

Partons de l'inégalité (34)

(«j K D M ¥f.)-
Pour tout e positif et < 1 on peut déterminer un nombre
Z(> 0 (indépendant des écarts typiques .4,) tel que

(55) n(Ze < e.
Dou

fl.(~.)|<ex<l1
et daprées (32)
- logHJZ(Mn> (fJ a{Zr(l - e)log 2}
D’ou:
(56) - logH(z)> ("~ )"V p (I - «log2}

pour toute valeur de Z ~.Z CM,,.

I11. Supposons d’abord que les écarts Au At,... soient bornés
supérieurement. Alors Aln reste inférieur a un nombre fixe M> Or
et on a

- logH(Z)> 5“{U -Zr (1- e)log?2}

pour Z ~ Z tM,. Lorsque n tend vers linfini, Z restant fixe, le se-
cond membre tend vers linfini. Donc H(Z) = 0 pour Z<iZeM.
Mais observons que (55) reste vérifié si on remplace Ze par un
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est nulle pour toute valeur de Z.

IV. Supposons maintenant que M, n’est plus borné supérieu-
rement, mais que -r™ tend vers zéro quand n croit indéfiniment.

Alors le second membre de (56) devient infini avec n. Or si

on laisse Z fixe, I'inégalité (56) devient vérifiée des que n est assez
7

grand pour que Par conséquent H(Z) est encore nul

quelque soit Z.

V. Revenons au cas Ill pour le généraliser et admettons qu’il
existe un nombre K,, tel que I’ensemble des termes de la série

(57) N+ 4-+ v+ 4T+ ..

qui sont < K soit divergente. Soient X'. X 2,... celles des variables-
Xu qui correspondent aux termes de cette série partielle,
Z' la plus grande des variables X[, X 2,... et h(Z') sa loi de proba-
bilité totale. On a évidemment 0~ H{Z) * h(Z) et d’aprés le pa-
ragraphe précédent h(z) — 0.

On a donc encore H(Z) — 0 pour toute valeur de Z.

Si la condition admise ci-dessus pour la série divergente (57)
n’est pas vérifiée, alors pour tout entier r, la suite des termes de
cette série inférieurs a r est finie ou convergente. Dans ce second
cas, éliminons le reste de la série & partir d’un rang tel que ce reste

soit inférieur & —, 0 étant un nombre arbitraire > 0.
u

L’ensemble des termes éliminés en donnant a r successive-
ment toutes les valeurs entiéres, s’il y en a, forme évidemment une
série convergente et de somme inférieure a 6. Soient .X1, X2,.~
I’ensemble des variables correspondant aux termes éliminés, s’il y en a,
Z" la plus grande, k(Z™") sa fonction de probabilité totale. Soient
de méme X[, X'3... Z', h(Z") les quantités correspondantes pour

les termés non éliminés — et qui sont nécessairement en nombre
infini. On a

(58) H{Z) = h(Z)\k(2)
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£2(z) étant une fonction de Z infiniment petite avec t/Z, Ba étant
une constante inférieure a 0.

On voit qu’on est alors ramené a étudier le cas de h(Z') qui
correspond a des variables indépendantes X[, telles que la
série des écarts typiques correspondants

+ +

soit divergente et qu’il n'y ait, quelque soit r, qu’un nombre fini
de termes de cette série inférieurs a r. On peut alors ranger les

variables X[, ... dans un ordre tel que les termes de cette série
ne décroissent pas et augmentent indéfiniment.

VI. 1l reste donc a examiner le cas ou les termes de la série
(60) AT+ Aj+ ...+ Ai+

sont rangés par ordre de grandeur et tendent vers linfini, sans que

le rapport ’)‘>— c’est a dire ici — tende vers

] e T— A7
zéro. C’est ce qui a lieu, par .exemple, si la série est une progres-
sion géométrique de raison > 1

Comme je lai dit plus haut, il me parait probable qu’on
a encore dans ce cas H(Z)s 0; de sorte que dans le cas V, on
aurait h[Zz) — 0, d'ou H(Z) — 0 et il serait établi que H(Z) = 0
toutes les fois que — les lois composantes appartenant a une famille
normale de la classe Ca, — la série (60) est divergente.

C’est en tout cas ce qui a lieu dans le cas ou les lois com-
posantes sont du type ca, ou satisfont a I’hypothese (52).

Il me semble méme que la démonstration que je n’ai pu ob-
tenir doit étre cependant assez simple.

Quoiqu’il en soit, nous allons au moins établir dans le cas
restant un résultat partiel suffisant pour notre but. Nous avons en-
core la formule (56) pour Z~.ZeM,, Nous avons donc

(61) —log H(Z) > Z~a(l —¢e)log 2

Sans supposer nécessairement les A,, non décroissants, il suffit
de supposer les M, non bornés, pour voir que cette relation aura
lieu quel que soit Z. Donc: pour toute valeur de Z, H(Z) est infe-
rieure a une quantité fixe, elle-méme inférieure a I'unité. Comme
H(Z) est nulle si, la série ZA™ étant divergente, Mn est borné, on
voit que le résultat précédent s’étend aussi a ce cas.
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Ainsi: les variables indépendantes Xu... étant supposées
régies par des lois de probabilité appartenant a une famille normale
de la classe Ca, si la série des puissances a des écarts typiques de.
ces variables est divergente, il y a une probabilit¢ non nulle, Q, pour
que la plus grande Z de ces variables soit infinie — contrairement
a ce qui se passe pour chacune des variables X.n. Il semble que
ce résultat partiel soit suffisant pour éliminer tous les cas ou Z
diverge, des cas intéressants au point de vue pratique.

D-ailleurs le dernier cas étudié va nous permettre d’étendre
encore la généralité des cas ol nous avons démontré que H(Z) ==0.

Au lieu de I'hypothese (52), faisons I’hypothése suivante évi-
demment plus générale: qu’il n’existe aucune suite de nombres un
tendant vers zéro, tels que 1-f- m,(m,) tende vers zéro. Mais ad-
mettons en outre que les A, tendent vers linfini sans décroftre.
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Ilinfini avec — Alors, des deux relations (34) et (62), on tire

limHNZ)= 2_z°.

n—» 00

Donc : si .des variables aléatoires en nombre infini sont régies
par des lois de probabilité appartenant a une famille normale dans
la classe Ca et si le rapport du plus grand des écarts typiques des n
premieres variables a I'écart typique de la plus grande de ces n va-

riables tend vers zéro avec i, la loi de probabilit¢ réduite de la plus
grande des n premiéres variables tend, quand n croit indéfiniment, vers

la loi réduite du type ca. Bien entendu I'nypothése que tend vers

zéro implique la divergence de la série 1 A

Mais alors comme nous lavons vu plus haut n° 14, § 1V,
H(zZ) — 0: la probabilité que la plus grande des variables ait une
valeur finie est nulle. Ceci réduit considérablement la portée de la
remarque sur la limite des formes réduites des Hn(Z).

Car, une observation ne se présente pas physiquement comme
limite d’une suite d’observations successives ou agissent 1, puis 2,
puis 3,... causes d’erreurs distinctes. Quand H (Z)— 0, le fait que

lim Hn(Z) existe et est de la forme 2~z~a n’a plus de signification
précise. On pourrait dire que ce cas limite éclaire le cas ou le
nombre de causes d’erreurs sans étre infini est trés grand. Mais
il I’éclaire mieux quand on suppose ce qui a réellement lieu dans
la pratique, c’est & dire que la probabilité d’une erreur infinie est
nulle, cas que nous avons considéré au n° 11.

Si cependant a titre de curiosité, on s’intéresse a la limite des

formes réduites Hn(Z), on observera que dans bien des cas cette
limite sans étre du type ca est de classe Ca. Il nous semble pro-
bable qu’on doit pouvoir prouver ceci: Quand des variables alé-
atoires indépendantes en nombre infini sont régies par des lois
appartenant a une famille normale dans Ca, la forme réduite de la
loi de probabilit¢ de la plus grande des variables tend vers une
fonction du type Ca appartenant & la méme famille normale.

La proposition est démontrée quand il y a convergence de la
série 2 A* ou quand avec la divergence de ZA*“ on Ssuppose
. M

*Tm I:)1: 0. Cette derniere condition, évidemment, n’est pas néces-



115



116

On voit ainsi que H,(Z) tend vers zéro avec I/n. Donc
H(Z) = 0 quel que soit Z. (Ceci résulte aussi de notre proposition
générale du n° 14, § VI, puisqu’ici il n’existe aucune suite de nom
bres u, tendant vers zéro avec I/n et tels que 1-(-0),(m.) tende
vers z€ro).

16. Conclusion. Il suffira de comparer ce qui précédé
a I’exposé de M. Paul Lévy, pour constater que nous avons pu
modeler le no6tre sur le sien en étudiant la probabilité de la plus
grande erreur au lieu de celle de la somme des erreurs. Mais nous
avons finalement obtenu un résultat tout différent ou le rdle de

X — 0 et maximum pour une valeur de 0 : Les héros de roman
prétendent de méme é&tre plus en sécurité au but lui-méme, visé
par un mauvais tireur, qua coté du but).

1 y a lieu de remarquer que, méme en se placant au point
de vue de l'additivité des erreurs, notre mode d’exposition permet
de distinguer plus nettement les roles respectifs des deux condi-
tions étudiées par M. Paul Lévy. En la transposant dans la mé-
thode de M. Paul Lévy, on voit que la condition: famille normale,
a pour effet de créer une classe de lois de probabilités totales éga-
lement" voisines a I'infini de celle de Gauss et dans laquelle reste
la loi de probabilité de Ierreur somme d’un nombre fini ou infini

. - M . A s
d’erreurs partielles. C’est la seconde condition: petit, grace a la-
1Jn

quelle I’erreur résultant de n erreurs suit approximativement la
loi de Gauss, non seulement a I’infini, mais partout.

12 Septembre 1927.
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20. X. 1926. W. Wilkosz: La structure de la démonstration
du théoreme de Jordan d'apres Brouver.

M. W. analyse les notions importantes de topologie que M.
Brouver introduit dans son mémoire relatif & la démonstration du
théoréme de Jordan.

3. XI. 1926. A. Rosenblatt: Sur un point de la théorie
mathématique des fluides visqueux.

M. R. fait un exposé de ses recherches sur les efforts agis-
sant au sein d’un liquide visqueux, publiées dans le N° de janvier
1927 du ,Bulletin des Sciences Mathématiquesll

20. X1. 1926 et 27. XI. 1926. T. Wazewski: Sur un point
de la théorie de laire des surfaces.

M. W. donne une démonstration du théoréme suivant: Tout
ensemble ayant une aire finie au sens de Peano peut étre approché
par des sousensembles fermés d’aires infiniment voisines.

11. XI1. 1926. W. Wilkosz: Sur la relation entre les sur-
faces de M. Brouver et la théorie des fonctions implicites.

M. W. démontre que tout ensemble limité et fermé de I’es-
pace ayant en chaque point le charactere d’un triangle topologique
est une surface fermée au sens de M. Brouver.

8. 1. 1927. O Nikodym: Sur [I'orientation des polivecteurs.

Aprés avoir axiomatisé les vecteurs d’aprées M. H. Weyl,
(Raum-Zeit Materie), M. N. considére l’espace V dont les ,points“
sont des w-vecteurs. Un w-vecteur (,point®) est dit singulier, si
les vecteurs dont il se compose, sont linéairement dépendants. Si
I'on introduit une notion naturelle de la limite d’une suite infinie
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de ,points“, on peut parler densembles ouverts, fermés, continus,
domaines etc. Deux n-vecteurs A, B s’appellent équi-orientés
s’il existe une courbe de Jordan (c’est-a-dire une image univoque
et continue du segment fermé < 0,1 » contenant A et B et ne conte-
nant aucun ,point" singulier. Or M. N. démontre que I’ensemble de
tous les n-vecteurs singuliers découpe l'espace F en deux domaines
(ouverts) saturés, chacun desquels ne se compose que de n-vecteurs
équi-orientés. Chaquun de ces domaines s’appelle ,orientation”: Ily a
deux et seulement deux “orientations" différentes de polivecteurs.

22. 1. 1927 et 29. 1. 1927.. W. Wilkosz: Les applications
de la totalisation a la théorie des équations différentielles aux dérivées
partielles du type elliptique.

M. W. démontre quelques théorémes concernant les change-
ments que l’on peut introduire dans l'ordre des intégrations succe-
ssives dans le cas des intégrales itérées de M Denjoy. Ensuite il
en donne certaines applications a la théorie des fonctions harmo-
niques.

26. 1. 1927. O. Nikodym: Sur un ensemble plan, fermé,
tel que la somme de toutes les droites qui ne le rencontrent pas, est
un ensemble non mesurable. (B).

Paru dans des Comptes rendus des séances de la Société des
sciences et des lettres de Varsovie XIX, 1926, classe I, p. 39—380.

14. V. 1927. Séance consacrée a la mémoire du prof. Fran-
¢ois Mertens.

M. Zaremba ouvre la séance avec un éloge de F. Mertens,
ancien professeur & I’'Université Jagiellonnienne de Cracovie. En-
suite M. Rosenblatt fait une conférence sur les travaux scientifiques
de F. Mertens. La conférence annoncée de M. Wilkosz sur ,,L’im-
portance et les développements du théoréme de Cauchy Mertens"
n‘a pas eu lieu a cause d'une indisposition du conférencier.

28. V. 1927. A. Rosenblatt. Sur le théoreme de Joukovsky
dans la théorie des surfaces sustentatrices en aérodynamique.

M. R. envisage le mouvement irrotationel. permanent et plan
d’un fluide parfait autour d’un profil K. D’aprés le théoreme de
Joukovsky. la résultante des pressions est égale a

P,+ iPy—i¢C(wM-fitO,

ou C désigne la circulation, u,, -f-ivx la vitesse a l'infini et ¢ la
densité du fluide.
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Cette formule est inexacte dans le cas, ou le profil K posséde
des points anguleux d’ouverture 2n. Dans ce cas M. R. la remplace
par la formule plus générale que voici:

Px-f-iP, = iqCWM+ tVoo) + Qn% ResP(w'\

la somme étant étendue aux résidus de la fonction wi= (u—iv)2
aux points anguleux P et le trait désignant les valeurs imaginaires
conjuguées. La démonstration de cette formule se trouve dans une
Note de M. R. ,Sur le théoréme de Kutta-Joukovsky" publiée
dans les Rendiconti della R. Aecademia dei Lincei 1927, Vol. V, p. 5.

21. X. 1927. G. Neyman: Sur certaines méthodes pour
luation de la vraissemblance des hypothéses.

Voir ,Poradnik dla samoukéw*, supplément au tome 7.

5. XI. 1927. A. Rosenblatt: Sur la théorie des surfaces
smtentatrices en aérodynamique

M. R. rectifie un résultat obtenu par M. Finzi, exposé dans
une note intitulée ,Interpretazione energetica d’una eccezione del
teorema di Kutta-Joukowski“ publiée dans les Rendiconti della R.
Nazionale Aceademia dei Lincei. Le résultat de M. Rosenblatt est
exposé dans une Note a paraitre dans les Rendiconti dei, Lincei
de 1927.

19. XI1. 1927. W. Wilkosz: Certaines propriétés intégrales
des solutions des équations différentielles.

M. W. démontre le théoreme suivant: Considérons une fon-
ction f{x,y) de la classe C1 dans une région fermée, connexe et
limitée. Il existe une fonction

y = F(x, C
de la classe C1 telle que la fonction de x
y — F(x, C,),

lorsque CO appartient a un certain intervalle, représente toujours
une ou plusieurs solutions de I’équation différentielle

1
y= Axy)
chacune dans son intervalle maximum d'existence, la dérivée

étant toujours différente de zéro. De plus la fonction F(x,C) fournit
toutes les solutions de I'¢quation différentielle considérée.

I’éva-
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26. X1, 1927. T. Wazewski: Sur une propriété desfonctions
dérivables.

Voir l’article de M. W. inséré dans le présent volume.

3. XII. 1927. W. Wilkosz: Sur quelques problémes intégraux

de la théorie des équations différentielles.
La solation de plusieurs problémes concernants la nature to-
pologique des intégrales d’une équation de la forme

y=10>Y)
nous permet de pousser considérablement notre connaissance de la

structure topologique des intégrales d’une équation aux dérivées par-
tielles:

| =a

Plusieurs de ces thérémes font I'objet de la conférence de M. W.

5. XI11. 1927. W. Wilkosz: La théorie des quasi-équations
différentielles.

M. W. fait I'’exposé des méthodes de M. Carathéodory et des
siennes concernant les quasi équations différentielles.

10. X1I. 1927. St. Gol”b: Une nouvelle méthode de calculer
la longueur d'un grbe de Jordanl).

Soit C un orbe de Jordan appartenant a un plan P, soit'/
I’intérieur de C, i un point fixe de | et p un point fixe de P.

Désignons par S# le systeme de cordonnées rectangulaires
ayant p pour origine et dont l'axe des abscisses renferme l'angle &
avec un axe fixe.

Soit le réseau des carrés aux cbtés = — correspondant

au systéme s*.

Désignons par Z,& la somme des carrés fermés relatifs au
réseau R, # remplissant les conditions suivantes:

«)

f?) Z,iy. contient tous les carrés renfermant i.

y) si (7Xet Ct sont deux carrés ayant un c6té commun et
que Ci C z.», C%C I, alors '@ C K,»-

') Ce résultat a été présenté le 21. XI. 1927 au Séminaire de M. W.
Wilkosz.
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La démonstration est basée sur un lemme non publié de M.
WazewskKi.

16 XII. 1927. C. Kuratowski: Sur les décompositions
semi-continues et les frontiéres communes a deux régions.

M. K. expose I’état actuel de la théorie de décomposition
sémi-continue. Parmi les résultats non publiés M. K. anonce le
suivant: tout continu borné C qui est la frontiere commune a deux
régions situées sur le plan admet une décomposition cyclique en
sous-continus (sauf le cas ol C est ,monostratique“). De plus, on
peut définir cette décomposition de fagon qu’elle ne puisse étre
poussée plus loin. La fonction continue déterminée par cette décom-
position (qui transforme le continu C en une circonférence) peut
étre, dans le cas ou C est situé sur la surface de la sphére, pro-
longée a toute la surface. Cf Fund Math. X1 et XII.

17. 1 1928. B. Knaster: Sur la théorie de dimensions de
Menger- Urysohn.

Aprés un apergu historique M. K. considere les conditions,
imposées par I’intuition géométrique a la notion de dimension et
montre que celle donnée par les définitions, daailleurs équivalentes,
de Menger et Urysohn satisfait a ces conditions.

L ’opération topologique de localisation des invariants, sur
laquelle repose cette notion, constitue une nouvelle application de
la Théorie des Ensembles a la Topologie et elle s’est montrée fé-
conde, méme en dehors de la théorie de dimensions, dans I’étude
de la structure des continus, dont elle a permis de découvrir
des nouvelles propriétés importantes.

M. K. cite ensuite les principaux théoremes de la théorie de
Menger-Urysohn, relatifs a l'addition, décomposition,
immersion, transformations continues et, réciproquement,
stratification semi-cou tinue et continue (Moore, Ku-
ratowski) densembles de dimension u en ceux de di-
mension m=En. En rappelant les problémes encore ouverts, liés
a ces groupes de théorémes, M. K. signale la solution trouvée par
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lui (a paraitre dans Amer. Journ. of Math.) d’un probléme posé
(ibid. 1926) par M. W. A. Wilson, notamment lI'existence d’nn
continu plan borné irréductible entre deux points
(donc Lkdimensionnel) admettant une décomposition conti-
nue (donc kdimensionnelle) en sous-continus (ldimensionnels)
disjoin ts.

En terminant, M. K. expose la méthode récente des classes
normales, due a M. Hurewicz (Math. Ann. 1927) et qui con-
stitue une relativisation naturelle de la notion de dimension
de Menger-Urysohn. Elle donne un moyen trés général de
remplacer par des raisonnements simples, dont M. K. examine
quelques exemples, plusieurs démonstrations importantes, ou le
facteur récurrentiel, inhérent & la définition -méme de dimension,
présentait jusqu’a présent des difficultés



Comptes-rendu des séances
de la Société Polonaise de Mathématique,
Section de Lwow

depuis le I.i. 1926 au 30. VI. 1927.

1 Séance du 23. I. 1926. Affaires administratives.

2. Séance du 17. Il. 1926. Communiqués: a) M. M. Za-
rzycki: ,Sur la théorie des ensembles abstraits”; b) M. H. Stein-
haus: ,,Sur la théorie des séries numériques"”.

3. Séance du 3. Ill. 1926. Revue des publications: M. S.
Banach. Communiqué: M. M. Zarzycki: ,Une nouvelle fagon
d’introduire les ensembles bien ordonnés*4

4. Séance du 10. Ill. 1926. Communiqués: a) M. W. Ni-

kliborc: ,Sur l'inégalité de Riesz"; b) M. S. Kaczmarz: ,Sur
les séries numériques™; ¢) M. H. Steinhaus: ,Une méthode gra-
phique pour la solution de I’équation de Keppler".

5. Séance du 17. I1l. 1926. Communiqué: M. S. Lubelski:
»Sur quelques questions de la théorie des nombres".

6. Séance du 20. Ill. 1926. Communiqué: M. A. Lom-
nicki: ,Démonstration de la loi de Gauss (loi normale de la
dispersion)". Revue des publications: M. H. Steinhaus.

7. Séance du 23. I1l. 1926. Communiqués: a) M. M. Huber:

»Sur les critéeres de Iéquilibre stable”; b) M. S. Kaczmarz:
»Sur la convergence en mesure”; ¢) M. W. Nikliborc: ,Sur
les fonctions implicites”; d) M. H. Steinhaus: ,Sur I’'approximation
graphique d’une fonction au moyen d’une ligne droite".

8. Séance du 22. IV. 1926. Communiqué: M. S. Banach:
»Sur un point de la théorie des séries infinies".

9’ Séance du 12 V. 1926. Communiqués: a) M. H. Stein-
haus: ,Sur un certain nomogramme"; b) M. W. Nikliborc:
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»Sur la méthode des approximations succesives”; ¢) M. ZarzycKi:
»Sur la structure des séries biorthogonales".

10. Séance du 26. V. 1926. Communiqué: M. S. Banach:
»Sur les changements de variables dans une intégrale double®
Revue des publications: M. S. Kaczmarz.

11. Séance du 8. VI. 1926. Communiqués: a) M. S. Ba-
nach: ,Sur un point de la théorie des séries"; b) M. W. Orlicz:
»Sur la théorie des séries orthogonales".

12. Séance dn 15 VI. 1926. Communiqués: a) M K. Ku-
ratowski: ,Sur la topologie des courbes®; b) M. E. ZyliAski:
»De I'isomorphisme des algebres linéairesu; c) M. E. Zy lin ski:
»SUr une certaine propriété des discriminants dans la théorie gé-
nérale des champs”; d) M. E. Zylinski: ,Sur une question de
probabilit¢ "; e) M. W. Orlicz: ,Sur la convergence des déve-
loppements orthogonauxZ¥

13. Séance du 9. X. 1926. Communiqués: a) M. H. Stein-
haus: ,Sur un certain nomogramme dans la théorie des chau-
dieres a vapeur"; b) M. W. Orlicz: ,Sur le phénomene de M.
Carleman*.

14. Séance du 16. X. 1926. Revue des publications: a) M.
S. Kaczmarz, b) M. S. Banach. Communiqué: M. W. Birn-
baum: ,,Sur l'intégrale de Cauchy

15. Séance du 30. X. 1926. Communiqué: M. W. Nikli-
bore: ,Sur I’¢quation dz = P(ar,vy, z) dx -f- Qix5y, z) dya.

16. Séance du 14. XI. 1926. Communiqués: a) M. S. Ru-
ziewiez: ,Sur les fonctions satisfaisant la condition de Lipschitz
généralisée”; b) M. Z. W. Birnbaum: ,Sur lintégrale de Cau-
chy"; ¢) M. S. Banach: ,Sur lintégrale de Stieltjes".

17. Séance du 12. XII. 1926. Revue des publications:
M. E. ZyliGski. Communiqué: M. Z W. Birnbaum: ,Sur lin-
tégrale de Cauchy".

18. Séance du 22. 1. 1927. Communiqués: a) M. M. T.
Huber: ,Sur un probleme de mécanique conduisant a un sy-
sttme d’une infinité d’équations avec une infinit¢é d’inconnues";

b) M. A. Lomnicki: ,Essai de classification des fonctions d’une
variable complexe".
19. Séance du 5. Ill. 1927. Communiqué: M. K. Weigel:

»Sur la possibilité de l'application la loi de Gauss a une série
a nombre fini d’erreurs"”. Revue des publications: M. S Kaczmarz.
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20. Séance du 20. V. 1927. Revue des publications: M. H.

Steinhaus. Communiqués: a) M, E. Zylin ski: ,Critéere relatif
a l’appartenance des nombres aux champs algébriques¥; b) M.
Z. Lomnicki: ,Sur la convergence en moyenne des séries or-

tbogonales**.

21. Séance du 27. V. 1927. Communiqués: a) M. W.
Nikliborc: ,Nouveaux problémes dans le calcul des variations¥,
b) M. J. Schauder: ,La solution dune équation du type ellipti-
que dans le voisinage d’une intégrale singuliére".



Comptes-rendus des séances
de la Société Polonaise de Mathématique
Section de Varsovie.

11. Il. 1927). C. Zarankie wicz: Sur les continus de con-
vergence (voir Fund. math. XI, p. 19: Ueber eine topologische
Eigenschaft der Ebene).

18. Il. 1927. C. Kuratowski: Sur un probléme du choix
concernant les continus indécomposables.

M. K considére le continu indécomposable C formé 1° de
toutes les demi-circonférences a ordonnées positives, décrites du
centre (1/2,0) par tous les points de I’ensemble parfait non-dense de
Cantor 2° de toutes les demi-circonférences a ordonnées négatives,
décrites pour tout « naturel du centre (5/6-3~n 0) et dont le dia-
meétre est 5S 3~*+1 — également par les points de I’ensemble de
Cantor (voir Fund. Math. 111, p. 210V M. K. prouve que si l’'on
savait nommer un ensemble Z qui contienne un et
un seul point de chaque ,,composant“ de C on pour-
rait aussi nommer un ensemble non-mesurable au
sens de Lebesgue.

Soit, en effet, P la projection de Z sur l’'axe X (projection
faite le long des demi-circonférences dans le sens positif). Divisons
I’ensemble de Cantor en sous-ensembles, rangeant dans le méme
sous ensemble deux nombres x ety, lorsque x y ou# —y admet
un développement triadique fini. P contient alors un et un seul
point de chacun de ces sous-ensembles. Cette propriété, tout a fait
analogue a celle de I'ensemble non-mesurable de M. Vitali, permet

(en transformant C en intervalle) de transformer P en ensemble
non-mesurable.

) Pour Comptes-rendus des séances antérieures voir Tome Ill, p. 146
et Tome V, p. 101 de ces Annales.
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En outre, Z ne peut étre un ensemble (A) de Souslin.

A Tarski: Sur quelques propriétés caractéristiques des images
d'ensembles.

M. T. envisage la notion générale d’image (transformation) de
I’ensemble A donnée par une ralation R. L’image R(A) de A don-
née par R est par définition I’ensemble de tous les éléments x dont
chacun est en relation R avec un au moins des éléments y de A
(cf. Whitehead et Russell, Principia Mathematica |, p. 279,
37). Les images d’ensembles, considérées comme fonctions d’en-
sembles, jouissent d’une série de propriétés, généralement bien con-
nues, formulées exclusivement a l'aide des notions d’Algébre des
Ensembles (Algébre de la Logique). M. T. attire lattention sur le
fait que plusieurs de ces propriétés sont caractéristiques soit pour
la notion d’image dans toute son étendue, soit pour certaines caté-
gories des images d’ensembles.

M. T. établit en particulier les théorémes suivants:

Th. 1. Pour qu’il existe pour une fonction (d’ensemble) don-
née F une relation R telle que I'on ait toujours F(Y) = R(Y), il
faut et il suffit que la fonction F soit totalement additive, c’est-a-
dire, satisfaisant a la condition

F(2Y) —2F(Y)
YeK YeK
pour toute classe K d’ensembles.

Th. 2 Pour qu’l existe, pour une fonction donnée F, une
relation uni-plurivoque (ou tout simplement — en terminologie ma-
thématique courante — une fonction univoque) R telle que I’'on ait
toujours F(Y) = R{Y), il faut et il suffit que la fonction F soit
totalement additive et satisfasse en outre a la condition: quels que
soient les ensembles X et F, Iinclusion X (2 F(Y) entraint Iexi-
stence d’un ensemble Yx tel que Yj Y et X — FCYX.

Th. 3. Pour qu’il existe, pour une fonction donnée J1 une
relation uni-plurivoque R telle que l'on ait toujours F(Y) — R~\Y),
ot U 1 est la relation inverse de R, il faut et il suffit que F soit
une fonction totalement additive et multiplicative, c’est a-dire, satis-
faisant a la condition F(Y,.Y, = F(Y,).-~(i") pour tous deux
ensembles Yx et VYt.

En rapprochant les théorémes 2 et 3, on obtient aussitdt un
systeme des propriétés carastéristiques pour les images d’ensembles
données par les relations (fonctions) biunivoques.
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Th. 4. Pour qu’il existe, pour des fonctions F et G données,
une relation R telle que I’'on ait toujours

F(Y) = R(Y) et G(X) = 1T\X),
il faut et il suffit que les conditions X .F(Y) = 0 et Y.G(X) = 0
soient équivalentes pour tous deux ensembles X et Y.

T h. 5. Pour qu’il existe, pour des fonctions données F et G

une relation biunivoquei? telle que I'on ait toujours

F(Y) = R(Y) et G(X) = TFI(X),
il faut et il suffit que les formules F(G(X).Y) — X .F(Y) et
G(F(Y).X)= Y. G(X) soient remplies pour tous deux ensembles
X et V.

Il semble intéressant que I’on puisse déduire des conditions
établies dans les théorémes 4 et 5 l'additivité totale des fonctions F
et G, a l'aide des raisonnements qui restent complétement dans le
domaine de I’Algebre des ensembles.

En s’appuyant: sur le th. 5, on peut formuler la définition
suivante de la relation d’égalité des puissances des deux ensem-
bles A et B:

A°°B. lorsquilexiste deux fonctions densembles
F et G telles que l'on ait 4 = F(B) et B— G(A) et, pour
tous deux ensembles X et Y: F(G{X).F)= X .F(Y) et
G(F{Y).X)=Y.G(X).

En prenant cette définition comme point de départ, on peut
développer une partie considérable de la théorie d’¢galité des puis-
sances (théoremes élémentaires, ,,Aequivalenzsatzu, divera théoremes
de Bernstein et de Zermelo), sans faire appel & la Théorie générale
des ensembles et ne se servant que des notions et des théorémes
de I’Algebre des ensembles.

25.11.1927. J. Splawa-Neymann: Sur certains probléemes
de Statistique mathématique (Biometrika Vol. XVIII, C. R. T. 182).

13. V. 1927. W. Sierpinski: Sur lesfonctions de M. Haus-
dory (voir Sur un probleme de M. Hausdorff, Fund. Math. X, p. 427).
27. V. 1927. C. Kuratowski: Sur les points d'ordre ¢ (voir

C. Kuratowski et S. Mazurkiewicz, Fund. Math. XI, p. 29).

24. VI. 1927. W. Sierp ilski: Sur un théoreme de M. Vitali
(voir S. Saks et W. Sierpinski : Sur'une propriété générale des fonc-
tions, Fund. Math. XI, p. 105).
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24, X. 1927. A. Rajchman: Sur la loi des grands nombres
et Vintegrale de Fourier.

M. R. donne l'esquisse de la démonstration de la loi de Ber-
nouilli basée sur la considération des intégrales de Fourier. Sa dé-
monstration se rattache de trés prés a celle de M. Levy.

A Lindenbaum: Sur quelques propriétés des fonctions de
variable réelle.

Avyant rappelé ses résultats antérieurs sur les fonctions ,con-
tinues au sens de Darboux¥ (comme p. ex. le théoreme d’apres
lequel toute fonction de variable réelle est somme de
deux fonctions ~continues au sens de Darboux"), M. L.
fait remarquer qu’il y a dans la Théorie des fonctions d’autres
notions simples qui, tout en étant sans grande importance par elles-
mémes, meériteraient peut-étre d’étre étudiées une fois.

Telle est la notion de fonction biunivoque (,schlichttt),
c’est-a-dire ne prenant qu’une seule fois chacune de ses valeurs,
ou aussi la notion de fonction bicomplete, c’est-a-dire prenant
chaque valeur une et une seule fois.

On démontre que:

1° Pour tout w2 toute fonction réelle est som-
me de n fonctions biunivoque s.

2° Etant données deux fonctions fx et /2 telles

que l'on a pour tout x\fi(x)=\=ft(x), il existe une fonction
biunivoque (p(x) comprise toujours entre fxx) et fi{x).
D’ou:
3° Pour toute fonction donnée, il existe une fonc-

tion biunivoque qui lareprésente avec une erreur<e
(ce dernier nombre étant aussi petit que I'on veut).

4* Toute fonction est limite (resp. somme) d’une
suite (resp. série) uniformément convergente de fonc-
tions biunivoques.

5° Il existe des fonctions qui ne sont pas som-
mes de deux fonctions bicompleéte s.

6° Toute fonction qui prend toutes ses valeurs
dans un ensemble de puissance du continu et toute
fonction bicompléte est somme de deux fonctions bi-
completes.

7° Toute fonction est limite (resp. somme) dune
suite (resp. série) de fonctions bicomplétes.

Rocznik Pol. Tow- matem. 9
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8° Toute fonction est somme de trois fonctions
bicomplete s.

Enfin M. L. établit un théoréeme général qui permet de dé-
duire d’autres théorémes analogues a 1° ou 8° Ainsi p. ex. on peut
en obtenir le résultat suivant: Toute suite infinie u, de
Dombres rationnels est somme de trois suites

Un= Un —4—m" -j- MI",

dont chacune contient tout nombre rationnel une et
une seule fois.

22. X. 1927. W. Sierpiuski: Une définition d’ensembles (A).
Voir: Sur le crible de M. Lusin et I'opération (A) dans les espaces
abstraits, Fund. Math. XI, p. 16.

N. Lusin: Sur la notion de crible parfait non-borné.

28. X. 1927. W. Sierpinski: Sur une propriété d'ensembles
projectifs (voir: Sur les projections des ensembles complémentaires aux
ensembles (A), Fund. Math. XI, p. 117).

M. S. communique en outré un probléme posé par M. Lusin
(voir Fund. Math. XI. p, 308, probleme 44).

14. XI. 1927. S. Banach: Sur les équations a infinité
d’inconnus 1 (a paraitre).
H. Steinh aus: Sur la convergence de séries orthogonales de

M. Rademacher.
On obtient les fonctions <t[t) de M. Rademacher, en divisant
Iintervalle 0~ < ~ 1en 2" parties égales et en posant g (")=%1

alternativement. M. Rademacher a démontré que la convergence
@

de 2 al implique la convergence presque partout de
o-i

(S) 2 2 nanfd).

En employant le calcul des probabilités, on démontre, que ce résul-
tat est indépendant de I’'ordre de fonctions (p,<); la série (S) de-
meure convergente presque partout quand on change l'ordre de
termes. On peut éviter le calcul des probabilités en employant un
théoréme sur la mesure des ensembles linéaires dont les éléments
sont donnés par leurs développements dyadiquesl).

') Cf. Fund. Math. IV.
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Les résultats ci-dessus et quelques compléments ultérieurs vont
paraitre dans le Matematiczéskij Zbornik de Moscoul).

B. Knaster: Un théoréeme sur trois continus plans (& paraitre

aux Fund. Math. XII).

2. XIl. 1927. H. Mllicer-Gruzewska: Sur les fonctions

a variation bornée et a écart Hadamardien nul.

Mme G. communique les résultats établis par elle dans la Note
portant le méme titre (Comptes-Rendus de la Soc. des Sciences de
Varsovie, 1928) et le théoréme suivant, obtenu par elle et par M.
Rajchman:

f(x) étant une fonction a variation bornée et a écart
nul et i(x) la fonction caractéristique des segments,
ennombre fini, situés dans lintervalle ~ 0, 2n~", on a:

1imJ t(nx) df(x) = ~ 31 * x(x)dx [f(2n) —/(O)],
0 0
ol n sont des entiers positifs.
Mne G. communique ensuite les deux résultats suivants obte-

nus par elle:

le téoreme: Si f(x) est une fonction a variation
bornée, continue et a écart non nul, et %(x) est la fonc-
tion caractéristiqgue dun nombre fini de segments
situés dans l'intervalle 20, 2n~~ et tels que

alors on a:

HmP x(n(x+ 1)df(x) ==~ J 1x(x)dx\f(2n)—/(0)]
0 0

pour une au moins des valeurs de t de I'intervalle 0,2n.

2° une nouvelle démonstration d’un théoreme non publié de
M. A. Rajchman, d’aprées lequel la variation duje fonc-
tion f(x) a variation bornée et a écart nul est nulle
sur chaque ensemble du type H. Cette démonstration a sur
celle trouvée par lauteur en 1924 l'avantage d’étre presque im-
médiate.

') Cf. aussi les notes de M. A. Khintchine et de MM. A. Khintchine et
A. Kolmogoroff dans le Mat. Zbornik, XXXII: 4, (1925), pp. 668—688.

O«
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W. Sierpinski: Sur un ensemble non dénombrable, dont toute
image continue est de mesure nulle (voir Fund. Math. XI, p. 302).

9. X1l 1927. A. Tarski: Quelques théoremes généraux sur
les images d'ensembles.

M. T. rappelle ses résultats antérieurs concernant la notion
dimage R(A) dun ensemble quelconque A donnée par une rela-
tion arbitraire R (cf. ces Comptes-rendus p. 126) et considére a ce
point de vue le théoréeme de M. Banach (Fund. Math. VI, p. 236)
constituant une généralisation de Aequivalenzsatz de Cantor-
Bernstein. En langage de relations ce théoréeme de M. Banach peut
étre formulé comme il suit:

(jFj)) R et S étant des relations (fonctions) biuni-
voques et telles que

A = /Ei-Bj Al = S{B) (a))

ou At (ZA et BxC B, il existe des ensembles D, E, F et
G tels que A= D-fE, 5= F G, DE= 0= FG et

B = R(F) E= S(G). (ft)

Dans le domaine des relations biunivoques, on déduit aussitdt
du théoreme (7\) deux théorémes analogues [1\) et (Ts) qui s’ob-
tiennent de (7\), en y remplagant respectivement les conditions
(at) et (ft) par les suivantes:

A = R(B,) B= S(A) (a)

D= R(F) G = S(E) (ft)
et

BARIA) A, = S(B) (0,

F=R(D) E = S(G). (ft)

Or, M. T. montre que I’hypothése de biunivocité des re-
lations R et S dans les théorémes (2\), (T2 et (Tz) n’est pas es-
sentielle; a savoir:

1° le théoréeme (i\) reste vrai, lorsque la (relation) R est
univoque dans un sens (ou uni-plurivoque, donc une
fonction au sens habituel de ce mot) et S est une relation tout
a fait arbitraire,

2# le théoreme (Tt) reste vrai, lorsque les deux relations R
et S sont uni-plurivoques (donc des fonctions).
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M. T. démontre eu outre que ces résultats ne peuvent étre
généralisés davantage.

Dans tous ces raisonnements M. T. a recours & quelques
nouvelles formules élémentaires sur les images d’ensembles, en par-
ticulier a la'formule

R(A .iP(B)) = R{A). B;

ou R est une relation uni-plurivoque et R en est la relation
inverse.

B. Knaster: Un théoreme sur les fonctions d'ensembles.

M. K. communique les résultats suivants, obtenus en commun
par M. Tarski et lui.

En ce qui concerne le th. (7'8) de la communication précé-
dente, on peut montrer que ce théoréme reste vrai pour
des relations R et S tout a fait arbitraires (donc aussi
lorsqu’elles sont plurivoques dans les deux sens). Cela résulte du
théoréme :

(T)f et g étant des fonctions manotonesl den-
sembles telles que

Bl =f{A) et Ax— g(B)
ou AXC_A et B, C-B, il existe des ensembles 2, E, F et
G tel s.que A= D-fE, B= F-\-G, DE= 0= FG et
F=f(D) et E = g(G).
Il suffit, en effet, de poser dans (T):
f(X) = S(X) et g(Y)=S(Y)

pour tout X C2A et Y G2B. les images de relations quelconques
étant des fonctions monotones d’ensembles.

Le théoréme (T) lui-méme n’est qu’un cas particulier du lemme:

(L) h(X) étant une fonction monotone densembles
et A un ensemble tel que h(A) (7. A, il existe un sous-
ensemble D de A tel que D — h(D).

En effet, si I'on pose dans (L):

h(X) = A-g(B-f(X)),

) C’est-a-dire telles que X d Y entraine f(X) CZf(Y) et g(X) dg(Y).
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la monotonie des fonctions f et g entraine celle de /* or l'ensem-
ble D = h(D) remplit la thése du théoréeme (T) et détermine les
ensembles E, F et G.

M. K. référé donc la démonstration du lemme (L) avec quel-
ques remarques concernant ses applications a des fonctions d'en-
sembles qui ne sont pas images de relations entre ses éléments;
telles p. ex. la dérivée et la fermeture d’ensembles, considé-
rées en Topologie.
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Etat
de la Société Polonaise de Mathématique a la fin
de I'année 1927.

Président: M Z. Krygowski.

Vice-Présidents: MM. M. Huber et S. Zaremba.

Secrétaire: M. J. Splawa-Neyman.

Vice-Secrétaire: MM. S. Rozental et S. K. Zaremba.

Trésorier: M. A. Wilk.

Autres Membres du Bureau: MM. A. Hoborski, A. Rosenblatt et
W. Wilkosz.

Commission de Contrdle: MM. K. Fijol, G. Lesnodorski et S. Zakrocki.

Il existe quatre sections de la Société, I'une a Lwodw, présidée par
M. E. Zvlinski, la seconde a Varsovie, présidée par M. S. Ma-
zurkiewicz, la troisieme a Poznan, présidée par M. Z. Kry-
gowski, la quatriéme a Wilno, présidée par M. W. Staniewicz.

Liste des Membres de la Société.

Malgré le soin avec lequel cette liste a été établie, certaines
fautes ont pu sy glisser; MM. les Membres sont priés instamment
de vouloir bien envoyer les rectifications au Secrétaire (Cracovie,
rue Golchia 20, Institut de Mathématique) et de le prévenir
de tous les changements dadresses.

Abbréviations: L — membre de la Section de Lwow, Wa —
membre de la Section de Varsovie, P —membre de la Section de
Poznan, W1 — membre de la Section de Wilno.

Dr. Kazimierz Abramowicz (P), Poznan, ul. Wyspiaiiskiego 8.

Herman Auerbach (L), Lwéw, ul. Szaszkiewicza 1.

Prof. Dr. Stefan Banach (L), Lwdw, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Prof. Tadeusz Banachiewicz, Krakdw, Obserwatorjum Astronomiczne,
ni. Kopernika 27.

Jan Baran, Torun, Gimnazjum Mgcskie, Mate Garbary.

Prof. Dr. Kazimierz Bartel (L), Warszawa, Prezydjum Rady Mi-
nistrow.

Mag. Nina Bary (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Pokrowka 29, kw. 22.

Prof. Czeslaw Biatobrzeski, Warszawa, ul. Hoza 69.

Mieczyslaw Biernacki (Wa), Paris XV, 39, rue Bargue.
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Mag. Zygmunt Birnbaum (L), Lwow, ul. Sw. Anny 1

Inz. Dr. lzydor Blumenfeld (L), Lwdw, ul. K”pielna 6.

Prof. Dr. Georges Bouligand, Poitiers (Vienne, France), 50, rue
Renaudot.

Dr. Stefan Bobr (Wa), Warszawa, Aleje Jerozolimskie 9 m. 23.

Doc. Dr. Lucjan Bijttcher (L), Lwow, ul. Sadowa 4.

Franciszek Brablec, Krakow, ul. Studencka 4.

Dr. Feliks Burdecki (Wa), Zambrow (pow. Lomzyriski), Gimnazjum.

Dr. Celestyn Burstin (L), Wien VIII (Autriche), Laudonstrasse 8.

Prof. Dr. Elie Cartan, Le Chesnay (Seine-et-Oise, France), 27, Ave-
nue de Montespan.

Dr. Juljan Chmiel, Krakéw, ul. Sw. Tomasza 33.

Antoni Chromiriski (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydzial Inzy-
nierji Lgdowej.

Dr. Leon Chwistek, Krakéw, ul. Szujskiego 7.

Dr. Jakdb Cukierman (WI), Wilno, ul. Mickiewicza 22 m. 30.

Dr. Kazimierz Cwojdzinski (P), Poznan, ul. Szamarzewskiego 13.

Jadwiga Czarnecka (P), Przybyslaw, poczta Zerkdw (wojewddztwo
Poznanskie).

Dr. Bohdan Dehryng, Warszawa, ul. Topolowa, Wojenna Szkola
Inzynierji.

Prof. Dr. Samuel Dickstein (Wa), Warszawa, ul. Marszalkowska 117.

Pulk. Gerhard Dlugowski, Rembertdéw, Centrala badaii poligonalnych.

Prof. Dr. Waclaw Dziewulski (WI), Wilno, ul. Zakretowa 13.

Prof. Dr. Wladyslaw Dziewulski (WI), Wilno, ul. Zakretowa 15.

Prof. Dr. Placyd Dziwiriski (L), Lwdw, ul. Kleinowska 3.

Prof. Dr. Marcin Ernst (L), Lwow, ul. Dfugosza 25, Instytut Astro-
nomiczny.

Kazimierz Fijot, Krakdéw-Podgdrze, ul. Jozefinska 31.

Prof. Dr. Paul Flamant, Strasbourg (France), 31, Avenue de la
Forét-Noire.

Miroslaw Gibas, Krakdéw, ul. Krupnicza 28.

Dr. Stefan Glass (WI), Wilno, ul. Zakretowa 5a.

Stanislaw Gofyb, Krakow, ul. Lenartowicza 12.

Prof. Dr. Lucjan Grabowski (L), Lwow, Politechnika.

Dr. Henryk Greniewski, Warszawa, ul. Opaczewska 54 m. 12.

Dr. Aleksander Gruzewski (Wa), Warszawa, ul. Marszalkowska 1m. 25.

Dr. Halina Gruzewska (Wa), Warszawa, ul. Marszalkowska 1m. 25.

Prof. Dr. Antoni Hoborski, Krakdw, ul. Smolenska 26.
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Marja Hommé (L), Lwdw, ul. Lyczakowska 151.

Prof. Dr. Maksymiljan Huber (L), Lwéw, ul. Potockiego 31.

Doc. Dr. Witold Hurewicz (Wa), Amsterdam (Hollande), Université.

Dr. Mojzesz Jacob (L), Wien 1l (Autriche), Wolfgang -Schmftlzl-
gasse 10/16.

Zenon Jagodzinski (Wa), Warszawa, Politechnika, Wydzial Inzy-
nierji L"dowéj.

Prof. Dr. Maurice Janet, Caen (France), 16, place de la République.

Wincenty Janik, Krakdw, ul. Studencka, Gimnazjum.

Prof. Dr. Kazimierz Jantzen (WI), Wilno, ul. Zakretowa 9 m. 3.

Dr. Stefan Kaczmarz (L), Lwdw, Politechnika.

Dr. Stanislaw Kalandyk (P), Poznan, ul. Sfowackiego 29.

Dr. Bazyli Kalicun-Chodowicki (L), Lwow, ul. Kubali 4.

Prof. Dr. Joseph Kampé de Fériet, Lille (France), 16, rue des Jardins.

Prof. Dr. Stefan Kempisty (WI), Wilno, ul. Zamkowa 24 m. 5.

Dr. Michal Kerner (Wa), Warszawa, ul. Panska 20 m. 17.

Stefania Klawekdwna (P), Poznan, ul. Mlynska 11.

Prof. Dr. J. R. Kline (Wa), Philadelphia (U. S. A.), University of
Pensylvania.

Doc. Dr. Bronislaw Knaster (Wa), Warszawa, ul. Zérawia 24A m. 11.

Prof. Dr. Zdzislaw Krygowski (P), Poznan, ul. Glogowska 74/5.

Dr. Marjan Kryzan (P), Poznan, ul. Krasinskiego 9.

Prof. Dr. Kazimierz Kuratowski (Wa), Warszawa, ul. Trghacka 10.

Dr. Stefan Kwietniewski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 73 m. 18.

Prof. Dr. Franciszek Leja (Wa), Warszawa, Koszykowa 75 m. 16.

Prof. Dr. Stanislaw Leéniewski (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Gustaw Lesnodorski, Krakéw, ul. Sobieskiego 10.

Prof. Dr. Tullio Levi-Civita, Roma 25 (ltalie), via Sardegna 50.

W ladysiaw Lichtenberg (L), Lwdw, Wulecka Droga 78.

Prof. Dr. Leon Lichtenstein (Wa), Leipzig (Allemagne), Gross-
gorschenstrasse 3.

Adolf Lindenbaum (Wa), Warszawa, ul. Zlota 45 m. 4.

Prof. Dr. Stanislaw Loria (L), Lwodw, ul. Sykstuska 37.

Prof. Dr. Antoni Lomnicki (L), Lwow, ul. Kosynierska 18.

Zbigniew Lomnicki (L), Lwoéw, ul. Nabielaka 19.

Prof. Dr. Jan Lukasiewicz (Wa), Warszawa, ul. Brzozowa 12.

Prof. Dr Mikolaj Luzin (Wa), Moscou (U. R. S. S)), Arbat 25/8.

Dr. Adatn Maksymowicz (L), Lwow, ul. Batorego 5.

Stanislaw Malecki, D¢bica, Gimnazjum.



138

Andrzej Marconi (P), Poznan, ul. Kosinskiego 26.

Prof. Dr. Stefan Mazurkiewicz (Wa), Warszawa, ul. Oboina 11.

Doc. Ini. Dr. Meyer (L), Wien (Autriche), Université.

Prof. Dr. Dymitr Mienszow (Wa), Moscou (U. R. S. S.), Dievitchie
Pole, Bojeninowski per. 5 kw. 14.

Prof. Dr. R. L. Moore (Wa), Austin (U. S. A), University of Texas.

W ladyslaw Moron (L),' Lwdw, Uniwersytet Jana Kazimierza.

Sir Thomas Muir, F. R. S. etc.,, Rondebosch (South Africa).

Zofja Napadiewiczobwna (L), Lwow, ul. Bonifratrow 8.

Dr. Jerzy Splawa Nevman (Wa), Krakdw, ul. Piotra Michalowskiego 2.

Doc. Dr. Wladyslaw Nikliborc (L), Lwéw, ul. Listopada 44 a.

Doc. Dr. Otton Nikodym, Krakéw, ul. Kochanowskiego 23.

Dr. Stanislawa Nikodymowa (Wa), Krakéw, ul. Kochanowskiego 23.

Szymon Ohrenstein, Drohobycz,- I. pryw. Gimnazjum zeriskie.

Wiladyslaw Orlicz (L), Lwow, ul. Nabielaka 3.

Jozef Ortowski (P), Poznan, ul. Matejki 44.

Ludwik Ostrzeniewski (P), Poznan, ul. Ogrodowa 2.

Inz. Jan Pankalla (P), Poznan, ul. Ratajczaka 12.

Dr. Aleksander Pareriski (L), Lw6w, ul. Szeptyckich 10.

Prof. Dr. Jozef Patkowski (WI), Wilno, ul. Nowogrodzka 22.

Dr. Egon Sharpe Pearson, London W. C. 1, University College,
Galton Laboratory.

Prof. Dr. Karl Pearson, London W. C. 1, University College.

Prof. Dr. Tadeusz Pgczalski (P), Poznan, ul. Krasiriskiego 14.

Prof. Dr. Antoni Plamitzer (L), Lwow, ul. Gipsowa 32.

Prof. Dr. Antoni Przeborski (Wa), Warszawa, Nowy Zjazd 5.

Inz. Jozef Przygodzki (P), Poznan, ul. Rybaki, Szkola Budowlana.

Doc. Dr. Aleksander Rajchman (Wa), Warszawa, ul. Zajgcza 7 m. 9.

Prof. Dr. Alfred Rosenblatt, Krakéw, ul. Krowoderska 47.

Stefan Rozental, Krakdw, ul. Sobieskiego 10.

Antoni Rozmus, Piotrkow, Gimnazjum panstwowe.

Prof. Dr. Juljusz Rudnicki (WI), Wilno, ul. Zamkowa 22.

Prof. Dr. Stanislaw Ruziewicz (L), Lwow, Uniwersytet Jana Kazi-
mierza.

Walerja Sabatowska (L), Lwéw, ul. Zielona, Gimn. Strzalkowskiej.

Doc. Dr. Stanislaw Saks (Wa), Warszawa, ul. Natoliriska 9 m. 4.

Doc. Dr. Juljusz Schauder- (L), Lwdw, ul. Zielona 3-

Dr. Lidja Seipeltdwna (P), Poznan, ul. Gajowa 4.
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Prof. Dr. Pierre Sergesco, Cluj (Roumanie), Seminar matematic
universital.

Prof. Dr. Waclaw Sierpinski (Wa), Warszawa, ul. Mars/.atkovvska55m. 2.

Prof. Dr. Jan Sleszyriski, Krakow, ul. Wygoda 7.

Kazimierz Smoliriski (P), Poznan, ul. Zupariskiego 16.

Helena Smoluchowska (P), Poznan, ul. Chetnioiiskiego 8.

Wiladyslaw Smosarski (P), Poznan, ul. Karczewskiego 14.

Dr. Edward Stamm, Lubowidz, p. Zielun nad Wkrg (pow. Mlawa).

Prof. Dr. Wiktor Staniewicz (WI), Wilno. ul. Uniwersyteeka 7.

Inz. Ksawery Stankiewicz, Krakdw, ul. Dtuga 50.

Zofja Starosolska-Szczepanowska (L), Chetmno, Korpus Kadetmv Nr. 2.

Dr. Samuel Steekel, Bialystok, Gimnazjum Druskina, Szlachecka 4.

Prof. Dr. Hugo Steinhaus (L), Lwoéw, ul. Kadecka 14.

Prof. Dr. Wiodzimierz Stozek (L), Lwow. ul. Ujejskiego 1L

Prof. Dr. Stefan Straszewicz (Wa), Warszawa-Mokotov?, ul. llejt.ana 17.

Mjr. Karol Szczepanowski (L), Chelmno, Korpus Kadetdw Nr. 2.

Dr. Piotr Szymariski (Wa), Warszawa, ul. Zelazna 29 in. 17.

Wladystaw Slebodzinski (P), Poznan, ul. Glogowska 51.

Doc. Dr. Alfred Tarski (Wa), Warszawa, ul. Koszykowa 51.

Inz. Henryk Titz, Krakdéw, ul. Sw. Tomasza 27.

Andrzej Turowicz, Krakéw. ul. Sobieskiego 7.

Wtodzimierz Urbanski, Krakdw-Podgodrze. ul. Krzemionki, Ak. Go6rn.

Inz. Kazimierz Vetulani, Krakow, ul. Smolenska 14.

Dr. Arnold Walfisz (Wa), Warszawa, ul. Krolewska 27 m. 16.

Doc. Dr. Tadeusz Wazewski, Krakow, ul. Sw. Jana 20.

Prof. Dr Kasper Weigel (L), Lwbw, Politechnika.

Dr. Sala Weinlosdbwna (L), Lwow, ul. Klonowicza 18.

Prof. Dr. Jan Weyssenhoff (WI), Wilno, ul. Stowackiego 1.1.

Leopold Wc¢grzynowicz, Krakdw, ul. Krowoderska 74.

Marjan Wc¢grzynowicz (P), Poznan, ul. Lazarska 2a.

Dr. Antoni Wilk. Krakéw, ul. Wybickiego 4.

Prof. Dr. Witold Wilkosz, Krakdéw, ul. Zyblikiewicza 5/7.

Irena Wilkoszowa, Krakdéw, ul. Zyblikiewicza 5/7.

Dr. Franciszek Wlodarski (P), Poznan, Przecznica 6.

Mag. Aleksander Wundheiler (Wa), Warszawa, ul. Pawia 39.

Stanislaw Zakroeki. Krakéw, ul. Smolenska 21.

Dr. Zygmunt Zalcwasser (Wa), Warszawa, ul. Leszno 51.

Dr. Kazimierz Zarankiewicz (Wa), Warszawa, ul. Sniadeckich 18 m. 9.

Prof. Dr. Stanislaw Zaremba, Krakdéw, ul. Zytnia 6.



140

Stanislaw Krystyn Zaremba, Krakéw, ul. Zytnia 6.

Miron Zarycki (L), Lwdw, Gimnazjum IX, ul. Chocimska 6.
Doc. Dr. Zygmunt Zawirski (L), Lwow, ul. Leona Sapiehy 51.
Doc. Dr. Antoni Zvgmund (Wa), Warszawa, ul. Zlota 83 m. 8.
Prof. Dr. Kazimierz Zérawski (Wa), Warszawa, Nowy-Zjazd 5.
Prof. Dr Eustachy Zylinski (L), Lwdw, ul. Dlugosza 27.

Membres dont les adresses manquent.

Bohdan Babski.

W ladyslaw Bogucki

Dr. Juljan Chmiel.

Dr. Stanislaw Dobrowolski (Wa).
Inz. Ludwik Kaszycki.

Zygmunt Kobrzyriski (Wa).
Wladyslaw Majewski (L).

Jan Sobaszek

Membres décédés.

t X. Feliks Hortynski, S. J.
t Dr. Bohdan Zaleski (P).
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